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In this work we write down in some detail the bifurcation theory of
stationary states of reaction-diffusion equations .
First, we prove, adapting notes of looss on the Navier-Stokes equations,
that under some weak hypothesis a reaction-diffusion equation defines a
differentiable dynamical systems in the Sobolev space H2 with some boundary
conditions . Then it is proven that a rest point where the infinitessimal
generator of the linear part of the system has a spectrum in the left hand
plane is stable . We prove then that when , depending on a parameter, a sim-
ple eig-envalue crosses to the right hand plane, a bifurcation appears (gene-
rically) . In the last chapter we propose a model for dune formation, which
does not have the pretension of being faithful, but which illustrates how
the theory given is useful .
Memória presentada per a optar al grau de Llicenciat en Ciéncies
Matemátiques .
Director : Carles Perelló Valls . 73

INTRODUCCIÓ
Les equacions de reacció i difusió són de la forma
(*)
	
ut = f(u) + d o u
on u és una funció vectorial de t , el temps, i x , la posició en un do-
mini espacial st . ut és la derivada respecte a t de u , d és la matriu
diagonal dels coeficiente de difusió i o és la laplaciana aplicada a cada una
de les componente de u
Aquestes equacions serveixen de model per a fenomens de la biologia i
la química, quan, per una banda les espécies reaccionen entre elles a cada
punt, i, per 1'altra, es mouen cap a gradients negatius de concentració .
La majoria dels estudis fets fins ara d'aquests modele es deuen a bió-
legs i químics . L'any 1937 FISHER(*) va donar ja un model de reacció i di-
fusió per a explicar la difusió de gens mutants . En ele darrers anys, ene
trobem una série de treballs en que modele d'aquest tipus són utilitzats per
a explicar fenomens de morfogenesi , és a dir,de com una distribució homogénia
de les espécies reactants es torna inestable, en variar un parámetre, i es
bifurca d'ella una solució estable no homogénia .
Entre aquests trebal1s destaquem ele de SEGEL, GIERER-MEIN HARDT, PRI-
GOGINE, NICOLIS-PRIGOGINE i MURRAY .
Els métodes matemátics són trets dels que ja eren utilitzats, sense
una análisi rigurosa en 1'estudi de fenómens similars en hidrodinámica, per
exemple per CHANDRASEKHAR .
L'análisi matemática que dóna suport a aquests métodes es basa en la
teoria d'equacions parabóliques, i 1'exposició més influ ent pot ser la de
FRIEDMAN, encara que no estudia específicament ele problemes esmentats .
El que dóna sentit a parlar d'estabilitat i bifurcació per a equacions
(*) Els noms en majúscula indiquen referéncies bibliográfiques, que es tro-
ben al final del treball .
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de reacció i difusió i, en general, per a equacions parabóliques,és que per-
meten definir,en un espai de funcions escaient, un (semi) sistema dinámic,
on es compta amb un gran bagatge de conceptes i métodes . Entre els estudis
que prenen aquest punt de vista, ens trobem els de Kilhofer i IOOSS sobre
les equacions de Navier-Stokes .
Pel que fa a 1'estudi matemátic de les bifu rcacions,destaquem els
treballs de SATTINGER .
En el treball de PERELLO es planteja el problema de la fonamentació
dels métodes utilitzats en 1'estudis dels fenómens morfogerietics . Pretenem
aquí assolir aquesta fita, adaptant els procediments de Friedman, Iooss i
Sattinger a aquesta fonamentació .
Aquest treball consta de tres capítols . En el primer es demostra que
1'equació (*) defineix un semisistema dinámic, amotllant al nostre proble
ma una demostració de Iooss .
En el segon capitoT es senten les bases teóriques que permetran estu-
diar 1'estabilitat dels punts d'equilibri de (*) i les seves posibles bi-
furcacions . El métode utilitzat per a 1'estudi de les bifurcacions és el co
negut com a métode de Liapunov-Schmidt .
Per últim, en el tercer capitol es dóna un model de reacció i difusió
per a un fenómen que pertany a un camp completament diferent dels esmentats :
la formació de dunes en el desert . Aquest model no pretén explicar de forma
realista el fenomen i, més que res, ha de servir com a exemple d'aplicació
de les técniques descrites en els capítols anteriors .
Per acabar, vull manifestar el meu agra*iment al Dr . Carles Perelló
per la forma en qué ha dirigit aquest treball i per 1'interés demostrat ;
així com a en Joan Solá-Morales i en Xavier Mora per les seves indicacions
i suggeriments que tant m'han ajudat en la meva tasca .
	
I vull també fer
pales el meu reconeixement a tots els professors de la Secció de Matemátiques
de la U .A .B . que m'han brindat la seva ajuda i amistat .
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CAPITOL 1
EXISTÉNCIA, UNICITAT, REGULARITAT, DEPENDÉNCIA RESPECTE A
CONDICIONE INICIALS .
INTRODUCCIÓ
Considerem sistemes d'equacions parabóliques de la forma
(de classe C2 ) i t e IR ;
(I) .~t = dAu + f(u)
on u(x,t) e Rm , x e sa
	
obert connex acotat de IRn amb frontera asa regular
d és un vector de m componente (di , . . .,dm ) tale que di > 0 Vi .
do és un operador diagonal d'ordre m x m de manera que cada terme






f és una aplicació suficientment regular entre IRm i Rm .
Imposem la següent condició a la frontera per a la solució u :
(2)
av
u (x,t) = 0 V x e asa
au és, per definició, la derivada de u respecte-al vector normal aav
aasa . uv (x,t) = < gradxu(x,t), n> . Aquesta condició a la frontera corres-
pon al que s'anomena problema de Neumdnn homogeni .
Imposem també condiciona inicials per a la solució u :
(3) u(x,0) = uo (x) Vx esa
u
0
(x) és una funció de o en Rm
blema de valors inicials i valors a la frontera (1), (2), (3) en certs
espais de funcions i de continuitat i diferenciabilitat respecte a les
condicions inicials .
Notació
{ueC 2 ( - , 1R )I aula2=0}
son els espais de Sobolev d'ordre k sobre L2(2) . En particular
Ho (2) = L2(2) .
Sigui F 1'aplicació induida a D per f .
	
És a dir, si u e D, definim
F(u)(x) = f(u(x)) .
Demostrarem en aquest capítol que si f : 1Rm -> 0 és de classe C2 ,
llavors F aplica D en K i és contínuament diferenciable de Frechet .
En aquesta situació resoldrem el següent problema-de Cauchy, que és
una versió particular, pero prou general, del (1) (2) (3) .
Donarem teoremes d'existéncia i unicitat de solucions per al pro-
Denotem per H2 (2, á ) la completació en norma H
2
( .2) del conjunt
Siguin D =(H2(9, w ))m' H = (L2 (s~)) m , K = (H
1
(2))
m on els Hk (2)
dt=dou + F(u)
(4)
u(0) = uo e D
Direm que una aplicació u és solució de (4) si :





= lim u(t+h)-u(t) en H .
Notem que mentre que a ou les derivades són distribucionals, a
dt la derivada és 1'habitual, pero amb valors a H .do és 1'operador dia-




V u d e D existeix TIuo ) > 0 i una única solució de (4) definida
per a tota T < T*(uo ) . A més, si T* , lim supluI D
= m
T-T* te [0,11
Teorema Per a cada t < Tm(uo ), 1'aplicació Ft :D i D que fa correspondre
a uo e D la solució u(t) de (4) és de classe C 2 .
1 . EQUACIO D'EVOLUCIO EN ABSTRACTE
En aquesta secció provarem els teoremes esmentats anteriorment per a
equacions abstractes més generals que (4) seguint una demostració que es
troba en el capitol VII de Iooss pero sense suposar analiticitat per a la F .
Siguin K i H dos espais de Hilbert, tals que K esta contínuament
encabit en H . Suposem un operador linial tancat L definit a H amb domini
dens D . Suposem que L genera un semigrup analític quasiacotat d'operadors
lini:als eLt en H .
Nota : L genera un semigrup analític quasiacotat si existeix un
y e IR tal que L = yI + A, on A és el generador infinitessimal d'un semi-





Per la definició de semigrup analític, vegi's Friedmann
Si definim a D el següent producte escalar :
(u,v)D = (u,v) H + (L4, Lv) H
Lemma 1 .1 Sigui T un operador linial amb domini D déns a B espai de Banach .
Definim a D la norma
Demostració
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D és un espai de Hilbert en virtut del següent :
PUI G = jul + ITul
	
(norma del graf)
Llavors, D és G-complet si i només si T és tancat .
a) Provem que si T és tancat, D és G-complet .
Sigui tu n } C D una successió de Cauchy per a la norma I .IG . Aleshores,
{u n} i {Tu n } són de Cauchy a B . Per tant, existeixen u, v e B tals que
lim u n = u, lim Tun = v en B . Com T és tancat (té la gráfica tancada),
u e D i Tu =v . Ll avors ¡un-u I B -> 0 i Tun- Tu ¡ B -> 0 i , per tant .
lim un = u en D ; és a dir, D és G-complet .
b) Provem ara que si D és G-complet, T és tancat . -
Sigui {un } C D tal que un -> u i Tun -> v amb la norma de B . Llavors
(un } és una successió de Cauchy amb la norma I .I G . Com D és G-complet,
existeix u' e D tal que lim un = u' en D . En particular, un -> u' en B i, per
unici tat, u' = u e D .
Llavors :
ITu-v¡ B < ITu-Tu n I B + ¡Tu n-vI B = IT(u -un )I B +
+ ¡Tun-vI B < lu-un I G + ¡Tu n -vI B ' 0
Per tant Tu = v i T és tancat .
Suposem, a més, que D está continuament encabit en K i que tenim
la següent acotació :
(Observi's que eLt e L(K,D) perque K esta inclós continuament en H) .
És té el següent lemma :
Lemmá 1 .2
	
Una condició equivalent a (5) és que existeixin M >0 i d> 0
tals que
La idea de la demostració, que es pot trobar a (Iooss, VII, 17), és
la següent :
De 1'analiticitat de eLt .i de la norma de D es segueix que
I eLtuO I D
< C( I v l D + t luo-v1 H ), per t e (O,T]
Si es compleix la desigualtat del lemma, tenim, per a uo e K i
v = (I-tL) -1uo , t > 0, que
A més, com que Iv-uo I K < M-1/tluo I K s'obté (5) aplicant la desigual-
tat trobada per a leLtuoID-
IVID-Jt luoIK
De (5) s'obté la desigualtat del lemma tenint en compte que
(I-EL) -1 = e e-t/EeLtdt.0
Nosaltres volem resoldre 1'equació d'evolució següent :
(6) dt
= Lu + M(u) u e C([ o ;t] D) n Cl (f o,t] H)
u(0)=u o eD
on M e C1(D,K) ; M i DM transporten acotats en acotats i DM(,0) = 0 .
Recordem que Cr ([O,T], C ; és 1'espai de Banach de les funcions de
classe Cr de [0,T] en 1'espai de Banach B amb la norma :
lulr,T,B = E sup lu(
k
)(t)l,
k=0 t e 1 O,T]
Equació lini .a l no homogenea




Lu + f(t) u e Co ([ 0,171 ,D) n C1 ([ O,T] H)
u(0) = uo e D
on L és el mateix operador d'abans i f és una aplicació de [O,T] en K de
classe Co .
Els següents dos lemmes són una versió adaptada al nostre cas -de
[Iooss, pags . VII .3, 4] :
Lemma 1 .3 Si el semigrup eLt és tal que IeLt < CL(K,D) t1/2 per aI
















T1 dT ° CIt1/2-s1/2 l <
CIt_sI1/2
In t + It_sl 1/2 ), t,s,e(0,T] .
_ Aes : _ ,- i _Lt, C~a u IgUO ¡La L 1c IL(K,D) < t1/2
1Mip1ica I LeLt IL(K,H) < t /2
Aleshores, tenint en compte eLtu e Domini(Ln ) Vn e N si u e H i que
LeLtu = e Lt u =eLtLu s i u e D .
IL 2eLt IL(K,H) = IL2eLt/2eLt/2¡L(K,H) =
¡leLt/2LeLt/2 I
L(K,H) <
Lt Ls (t . d~LtT _ t LT
le -e IL(K,H) -I Js dT




Ls ( t . deLT = 2 LT -
rF 2C2
lLe -Le ~L(K,H) _ I L J dT dd
L e d,l < 1 T d,j=s s s
= 2C2 l1n t - In sl per s,t e (O,T]
Lema 1 .4 L'aplicació t -~ v(t) _
¡teL ( t-T








Lt- LeLs~e -e IL(K,H)
<
Demostraci ó Sigui h > 0
v(t + h)- v(t) = (t(eL(t+h_T)_ eL( t-T))f(T)dí. +
J 0
Direm
< C 1 (1ln t - In sl + It-SI
1/2)
l f IT,K sup If(t) ' Kt e [ O,T]













L ( t+h-T )_eL(t-T) f(T)d,ID < CIfIft(ln(t+h-T)-ln(t-T) + h1/2)dT
h ln ( 1 +h/t-T ) h t 1/2 _= Cjfj[h[ln - - - ln(1 + - )~ + th ~-t_T h/t-T t_T o
= Cif1í-h In hh + t ln(1 + i) + h ln(1 + h ) + th1/2f -f
= 0(h 1/2 ) quan h -> 0
(8) i (9) impliquen que v és continua .
És evident que L és acotat coma operadm de D en H .
	
Per tant Lv e C((.O,TI,H) .
El segtient lemma, que no hem trobat demostrat enlloc, ens és necessari :
Lemma 1 .5 Una aplicació f de (O,Tj en un espai de Banach B continua i amb
derivada per la dreta f+ continua, és derivable amb continuítat .
Demostració L'enunciat és cert si B= 1R . Aixó es demostra fent veure que el
teorema del valor mitjá és valid per a funcions contínues amb derivada per la
dreta continua (via teorema de Rolle), i després veient que existeix




Ara definim g(t) =
~o
f+(,c)dx + f(0)
Pel teorema fonamental del cálcul, g és derivable i g'(t) = f+(t) .
Sigui a e B' (dual topolegic de B) .af és una aplicació de [O,T] a
1R continua i amb derivada per la dreta, af+, contínua .Pel fet anterior, af




af+(T)dT + of(0) és derivable : (ag(t))' = af+(t) .
Per tant, la funció ag(t)- af(t) és constant . Peró, de ag(0) = af(0),
tindrem que a(g(t)-f(t) =0 .
Aplicant el teorema de Hahn-Banach, dedu'im que f(t) --_ g(t) i, per
tant, f és derivable amb continu'itat .
Amb aquest preliminars, podem demostrar :
Teorema 1 .1 Fórmula de variació de parámetres :
El problema d'evolució (7) té una única solució




a) Unicitat- Siguin u1 i u2 dues solucions de (7) ., Llavors w = u 1 -u 2 compleix :
Llavors, si t < T ;
	
di
eL(T-t)w(t) =-eL ( T-t)Lw(t) + eL(T-t)w'(t) = 0
Integrant els dos membres de la igualtat :
0 = T (
d eL(T-t) w(t) dtJO ~ =
b) Existéncia- Hem de provar que
u(t) =eLtuo +
ft
eL ( t-r)f(T)dT és solució de (7) .
0
L'aplicació Jf : t -eLtuo pertany a 1'espai C([ 0,TI D) n C'([ 0,TI H)
En efecte :
Del lemma 1 .3 és clar que Jf e C((O,T],D) . .
Per la definició de semigrup fortament continu tindrem que JC e C([O,T],H),
i, per la definició de semigrup analitic, Y e C1((O,T],H) .
Lt
Com uo e D, si t > 0 : JO (t) = ddt uo ) = LeLtuo = eltLuo .
Per la definició de generador d'un semigrup,
da JC, és eLt Luo	sit>0 i Luoi t = 0 . Peró com que eLt és fortament .con-
tinu deduim que JC és continua en H i que Jfe C 1 ([ O,T] ,H) .
Només ens falta veure que Jf és continua en el 0 com a aplicació de [O,T]
en D.




dt- = Lw w e C([ O,T] D) n C1 ([ 0,1 1 H)
w(0) =0
Lte u -u
tim0+ t - Luo
uo -uo l H } 0 quan t -r 0
eL(T_t)w(t)10 = w(T)
¡LeLtuo-Luo1H =
IeLtLu o-Luo 1 H -> 0
	
quan t -> 0
0 sigui, He C([O,T], D) n C1([O,T],H) .
Pel lemma 1 .4, 1'aplicació t (teL(t-T)f(T)d,= v(t) pertany a
0
C([O,T], D) . Anem a veure que també pertany a C1 ([O,T], H) .
D'on
Com v(t) és continua en H, té derivada per la dretá Lv(t) + f(t) i,
aquesta és continua, concluem que t -> v(t) pertany a C1([O,T],H) .
Per tant t -> u(t) pertany a C([O,T],D) n C1([O,T],H) .
Com que u(0)=u  i u(t) compleix T'equació (7), hem demostrat el teorema .
El segUent teorema és una adaptació d'un teorema de Iooss per al cas analí-
tic (Iooss, pag . VII 5 i regtr .)
Teorema 1 .2 El problema (6) té solució per a qualsevol condició inicial
uo e D, per a 0 < t < T
*(u0 ) . Si T* (uo)
< m , l lavors 1 im lu IT DT->T* '
Demostració
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Prenem h > 0 :
v(t+h)-v(t) = 1 (eLh -I) (teL(t-T)f(T)dT + h Jt+heL(t+h-T)f(T)d,J 0 t
lim v t+h)-v t = Lv(t) + f(t) dina H .
h ->0+
EQUACIO NO LINIAL
Anem a abordar el problema d'evolució (6) .
Demostrarem existéncia i unicitat de soluciona per a aquella equació .
I .lT,D vol dir la norma de 1'espai de Banach C([O,T],D) .





t(OeL(t-T) M(u(T))dT, u e C([O,T],D) .
Per a demostrar
J
1'existéncia de solució a aquesta equació, utilit-
zarem el métode de 1'aplicació contractiva .
Utilitzant la condició (5) i les propietats d'acotació dels semigrups
anal itics quasiacotats,és clar que c > 0, y e IR tals que :
(11) I eLt IL(K,D) < C(1 +. )é t per a t >O .
Anem a provar el següent lemma :
Lemma 1 .6 Existeix To >0 tal que rT és una contracció de la bola tanca-.0
da de centre 0 i radi 2luo I D . .
Demostració :
Per simplificar, denotarem lul = sup lu(t)I
T t e [ O,T] D
Per a cada T definirem una aplicació
rT : C( [0, TI ,D)-} C( [0, TI ,D)
r t
u - , eLtu + eL(t-T)M(u(T))dT0 0
Denotem : Ro =21uoID
B(R0) = {ueD1 luI D <Ro }
BT (O,R0 ) = {u e C([ O,T] D) I Iu IT < Ro}
Per la hipótesi sobre M i DM, existeix KR .>0 tal que
0
IM(u)IK < KR- Vu e B(R0 )
IDM (u) I, (D,K) < KR^
Vu e B(R0 )
Com a conseqüéncia del teorema del valor mitjácom B(R0 ) és convex :
IM(u(T)) - M(v(T))IK < KR^ lu(T) - v(T)I D si u(T)1 v(T) e B(R0 )
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Llavors : si ue BT(O,R0 ), v e BT(O,Ro )
	
tindrem :
IrT(U) - rT(v )IT =
I(0
teL(t-T)(M(u(T)) - M(v(T)))dTIT <
_<
tep(O,T1
(OCeYT (1 +~ )I M(u(T)) - M(v(T)IKdT <
t
< sup . CeYT (1 + 1 )K Iu(T) - v(T;) d T <
t e [O,T) 0 JT Ro	D -
T
< KR ¡u-vIT CeYT (1 +J
T)dT .
0 0
D'altra banda, si u e BT(R0 )
irT(u)IT < sup
I eitUo I D
+I (TeL(t-T) M(u(T))dTID <
t e O,TJ0
T
_< sup IeLtu I
+ CeYT( 1 + 1 )K dT .
te O,T o D O uT Ro
Fixada k < 1 (per exemple k= 1/2)-.
Triem To , el máxim T tal que
~
OCeYT(1 + 1 )KRodT < k <1
sup leLtu
TI + C eYT( 1 + 1 )K
t e [ O,T] o D . O JT Ro
Aquest To compleix la tesi del lemma 1 .6 .
Observem que C([O,T], B(R0 )) = BT-(0,Ro) .
R o
Aplicant el teorema de 1'aplicació contractiva dedu'im que existeix
dins C([O,T0], B(Ro)) un punt fix de rT . Es a dir, obtenim una solució de0
(6) per te[ 0,7
o
] i sabem que sup Iu(t) I
D -
< 2Iu0 I = Ro .t e [ O,T]
Repetintel procés prenent com a condici6 inicial u1 = u(T0 ) obtenim una
solució a C([O,T 1], B R ) .
1
Així successivament obtindrem una successió de temps To , T1 , T2 , . . .
	
i
de condicions inicials u(T0 ), u(T1 ), . . . de manera que la solució existirá per
a tota t < z Ti = T* .
i=1
Si la successió {Ti } está acotada inferiorment, la solució existirá per
a tota t> 0 . Si Ti no está acotada inferiorment, aixb voldrá
dir que la successió de les KR no está acotada superiorment (recordi's comi
s'ha escollit Ti ) . Aixó últim implica, donades les hipótesis sobre M i DM,
que lim lu(T¡)ID = m .
T ->Ti m
En definitiva lim Iul =
T->T* T
Aprofitarem ara la unicitat del punt fix duna contracció per a
demostrar el següent teorema, per un métode diferent del utilitzat per
[Iooss , pag . VII, 8 .]
Teorema 1 .3 La solució del problema (.6) és única sobre tot interval d'exis-
tencia [O,T) .
Demostració Demostrem primer que si u i v són solucions de (6) en un inter-
val [O,T) i u(t0) = v(t0) per a algún to e[O,T) llavors u i v coincideixen
en un interval [to , t11 .
En efecte :
u(t) i v(t) són solucions de 1'equació integral
Lt tw(t) = eu(t0) +
(t eL(t-T)M(w(T))d,,) o
Per continuitat, existeix to tal que :
sup Iu(t)1D < 2Iu(to)ÍD, sup Iv(t)ID
< 21v(to ) ID
t e [ to ,t~ t e [ tp,toj
Aleshores, definim
I'T : C([ to,T] D) -> C([ to ,Tj D)
t




És evident (recordant la demostració anterior), que existeix
t1 e (to ,t¿1
	
tal que rt 1
és una contracció dins del tancat
Demostració :
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B t (0, 2ju(to )] )CC([to ,t 1 ] ,D) .
.1
Com cUe u i v pertanyen a Bt
1




que u(t) = v(t) Vt e [ to ,t 1 1 .
- Demostrem ara que u i v coincideixen a tot [O,T] .
Sigui A = {te (0, T) 1 u (s) = v (s) Vs e [0, t) }
A no és buit perqué u(o) = v(o) i per tant existeix 6 > 0 tal que
(0,a) C A .
Demostrarem que sup A = T . Suposem sup A =T* <T.
Llavors u-veC([O,t*1,D) i u-v --- 0 a'[O,t*) .
Per continuitat u(t*) = v(t*) .
Aplicant el que hem vist abans, existeix un interval [t*,t**1 en elque coinci-
deixen u i v . Pero' aixó es contradictori .
Fina aquí hem demostrat- existéncia i unicitat de soluciona de les
equacions d'evoluci6 del tipus (6) . Provarem ara la continuitat i diferencia-
bilitat de les soluciona respecte a les condiciona inicials . L'arma que
utilitzarem será el teorema de funció implícita per a aplicacions entre
espa b de Banach (veure Dieudonné, Schwartz) .
Per a cada t < T <T* definim una aplicació
tal que Ft (u) sigui la solució al temps t de (6) amb condició inicial u e D .
Teorema 1 .4 L'aplicació Ft és diferenciable amb continuitat, és a dir, per-
tany a C1 (D) .
Definim la següent aplicació :
F : D x C([ O,T] ,D)--~ C([ O,T] D)
F(u, v(t))
=V(t)
- eLtu - (tOe'(t-T)M(v(T))d,
És clar que F és continua perqué, d'una banda, les aplicacions
u e D -" eLtu e C([ O,T] D)
v e K --> eLty e C([ O,T]
	
D)
són linials acotades, d'altra banda, v(t) e C([O,T],D) - M(v(t)) e C([O,T],K)
és continua, degut al fet que M és continua i, per últim,
t =- (teL ( t-T)M(v(T))dT és continua segons el lemma 1 .4 .
0
A més existeixen les derivades parcials de F:
D1 F (u,v(t)) : D C([ O,T] D)
Lt-
u e u





que són linials acotades .
Veiem ara que D1 F : D x C([ 0,T] ,D) -- L(D, C([ O, TI ,D))
D2 F : D x C(t0,TI,D) - L(C([0, TI ,D))
són contínues i per tant F de classe C 1 .
D 1 F és continua perque és constant i D2 F és continua perqué no
depén de u e D i DM és continua com a aplicació de D en L(D,K) i per tant
v(t) e C([O,tl,D) -" DM(v(t) ) e L(C([O,T],D), C([O,T],K))
és també continua .
Observació : Si f : X -; Y és continua i X i Y són espais de Banach,
F : C(10,TI ,X) - C([0,TI, Y) definida per F(u(t)) =f(u(t)) és també continua .
Fixem ara (uo , vo (t)) e D x CO([O,T],D) tals que vo(t) és la solució
de (6) amb condició inicial
	
uo . Llavors
pacte [O,T] tindrem que
IlteL(t-T)DM(vo(T)) .
IL(C(.[O,ó],D)) I'0 C
C .(1 + 1 )eYTdr 1 < 1 .
que (u o , vo (t)) = 0 i la derivada parcial
t
D2F(uo , vo (t)) =I - eL(t-T)DM(v(T)) . dT és invertible i d'inversa acotada .
fo
U1 i V 1 entorns de uo a D i de vo a C([O,do],D) respectivament,tals que
classe C1 en u .
[so , 2ó0 ] . És a dir obtenim
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F(uo , vo(t))=0
Com DM és continua respecte a v e D i t -> vo (t) és continua en el com-
IDM(vo (t))1 < C 1	Vte[O,T]
Aleshores existeix un 6 > 0 tal que
Per tant F : D x C([0,5],D) -> C([O,s],D) será de classe C2 i tal
El teorema de funció implícita ens assegura que existeix una aplicació
F1 és de classe C1
. F 1 (uo )
= volt)
F(u1,F 1 (u)
) = 0 Vu e U1
Es a dir, F1 (u) és la solució de (6) amb condició inicial u i és de
Reemplapant u per v(go ) obtenim v(t) de classe C2 respecte v(do ) dins
F2 : U2 --, V2
U t entorn de v(do ) i V2 entorn de v(t) a C([so , 2so ],D), F2 de classe
C 1	tal
	
que F2 (u) = v(t)
F(u, F2(u)) = 0 Vue U 2
Reiterem el procés canviant v(60 ) per v(2d0 ) . . . fins a recobrir [O,T]
(amb un nombre finit de S's) .
Diem Es : u e C([O,T], D) -> u(s) e D . Aquesta aplicació (anul .lació en el punt
s) és lineal continua per a tota se [O,T] .
Existeix un entorn U de u0 e D tal que U C U 1 , E a o F 1 (U)C U2 ,
o
E d 0 F2 o E d o F1 (U) C U3	 així fins a completar els d's .
0 0
Sigui te l(m-1)S0 , ma01 fixat, m < n . Definim
Ft : U-D
Ft = Et o Fm-1 o E - . . . o ES	° Fl
(m-1)5o 0
Aplicant la regla de la cadena, Ft és de classe C1 . Observem per
acabar que Ft (u) és la solució de (6) amb condició inicial u .
Corol . l ari 1j Si M(o) = 0, DFt (0) = eLt per t e íO,T) .
És a dir, L (la part linial de 1'equació) és el generador infinitessimal






Llavors aplicant el teorema de funció implícita existeix una única F
definida en un entorn U de O e D :
F : U - . C([ O,T] D)
tal que F(o) = 0 ; F(u,F(u)) = 0 Vu e U . A més
Com Ft(u) és la composició de F amb 1'avaluació a t, que és linial
acotada, tindrem
DFt(o) = E tDF(o) = eLt e L(D)
Teorema 1 .5 Les soluciona de 1'equació d'evolució (6) defineixen un semi-
sistema dinámic local diferenciable a D .
Més precisament, 1'aplicació :
Ft : [O,T] x D -> D tal que fixat u0 e D, Ft (u0) és la solució de (6) compleix
les següents propietats :
a)
	
Fixat u 0 e D, t -> Ft (u 0 ) e C([ O,T] D) n C 1 ([ O,T],H)
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DF(u) = -(D2F(u,F(u)))í D1F(u,F(u)) i per tant
DF(o) = -IeLt = eLt e L(D, C([ O,T] ,D) )
b) Fixat t e [ O,T] , u -> Ft(u) e C 1 (D,D)
'
c) Ft+s(u) =Ft (FS (u)) t,s e [O,T]
1 1

. 0Ix u~ , .
La demostració és 1'aplicació inmediata dels teoremes 1 .3 i 1 .4 .
2 . EXISTENCIA, UNICITAT I DEPENDENCIA RESPECTE A LES CONDICIONS INICIALS
DE LES SOLUCIONE DEL SISTEMES DE REACCIO DIFUSIó .
En aquesta secció demostrarem que el sistema de reacció-difusió :
át = dou + f(u) , f de classe C2 de Rm en Rm
u(x,0) = u0 , x e n C Rm
av (x,t) = 0 , x e 92 de classe C2 .
es troba sota les hipótesis que permeten obtenir els teoremes de la secció 1 .
El primer que hem de fer, doncs, és demostrar que 1'operador do és
tancat, densament definit i genera un semigrup analític que compleix la pro-
pietat (5) .
Lemma 2 .1 Sigui A un operador fortament el .liptic amb coeficiente reals
continus i amb domini
	
H2 (2, 2v ) dens a 12 (sa) . Suposem ase de classe C2 i si
acotat . Llavors A és tancat a L2 (s2) .
La demostració d'aquest fet i de resultats més generals es pot trobar
a FRIEDMAN, cap 18 i 19 .
Al final d'aquest capítol es provaran certes propietats de la funció
F definida a D = (H2(~,'ev ))m , amb valore a K = (H I (si))m . Recordem
F(u)(x) = f(u(x)) . En particular es demostrará que si uo e D . 1'aplicació
DF(u0 ) : D } K
u -~ f' (u0(x)) .u(x)
és lineal acotada . De la seva definició, és evident que podern estendre
DF(u0) a tot H = (L 2 (2» m i continua essent acotat (com a operador a H) .
Podem ara anunciar el seguent :
Teorema 2 .1 Sigui L = DF(u0) +'do operador definit a H amb domini D ;
L és tancat a H .
Demostració : Pel ' lemma anterior, és evident que do és tancat . Com quaDF(u0 )
és acotat (a H), L és tancat .
Definim ara a D una topologia d'espai amb producte escalar :
(u,v)D = (u,v) H + (Lu, LV) H , u,v, e D.
Lemma 2 .2 El producte escalar anterior confereix a D una estructura
d'espai de Hilbert . És a dir, D és complet amb la norma del graf .
Aixó es dedueix inmediata::;ent del lemma 1 .1 i el teorema 2 .1 .
Teorema 2 .2 La norma del graf I .I G i la norma habitual dels espais de Sobolev











Denotem D = IDF(uo)IL(H) . Llavors
'UIG = 'u'H + ILui H	 IUIH + IDF(uo )u + d¿u 'H < (1 + D) IUIH + Idau'H
m m
= E (1 + D) W112(9) + E diloui1L2(,) < CIUID .
i=1 i=1
Per tant, la inclusió canónica DD C DG és continua i linial . El teo-
rema de 1'aplicació oberta assegura que és un homeomorfisme . Per tant, les
dues normes eón equivalente .
Propietats de 1'opearador A
Estudiarem ara les propietats de 1'operador 0 amb domini 1'espai de
Sobolev H2(sa, a~ ) sobre ¢ dens a L 2 (sz) . Ja sabem que o és tancat . Anem ara
a- demostrar que és autoadjunt no positiu i genera un semigrup arialitic
a L2(sa) . La demostració és suggerida a les notes de Iooss .
Lemma 2 .3 o és simetric no positiu .
a) Hem de demostrar que, donades u i v a H2(s2, av ) .
(u, ov) = (bu, v) .
Abans de seguir advertim que ( ., .) representa el producte escalar
en 1'espai de Hilbert L2 (s2) i < ., .> el producte escalar a Rn .
Comencem provant-ho per a funcions u i v de
C2(2) = .{U e C 2 (R) I < grad n, ñ > = 0 a ria}
on ñ representa el vector normal a an . Recordem que C.'(sa) és dens a
H2(S2, av ) .
El teorema de la divergencia (concretament la identitat de Green)ene
assegura :
i igualment per (v,ou) .
b) Provem ara que o és no positiu .
(uáv - voú) _
	
< u grad v - v grad ú, ñ > = 0
sz a sz
Per tant, (u,ov)-(v, ¿u) = 0 Vu, v e C? (s2)
Ara bé, si definim
(u,v) e (H 2(9,
av
))2 _ (u,ov)-(v,ou) e
és clar que aquesta aplicació és una forma bilinial continua :
¡(u, v)1= UAVI <
(121ul2)1/2( J~Iovl2)1~.2 <IuIH2(9)IvIH2(2)
Comque s'anul.len a (C2 (si)) 2 que és un subespai dens de (H2 (9, á )) ,
tindrem, en definitiva
(u,ov) - (v,ou) = 0 Vu, v e H2(s2, w )
Es a dir, o és simétric .
Vu, v e C? (sz)
Sigui u e Cy(s2) . Pel teorema de la divergéncia
0 = < ú grad u, ñ >_ Igrad
ul2 + f úou
s2 s2
la qual cosa implica(ou,u) < 0 Vu e C, (s2)
Com l es apl i caci f u --+ I úou
u --'(1grad u1
2







ul2 < 0 Vu e H2 (2, av )
Recordem que un operador autoadjunt és un operador T simétric en
él qúal els dominis de T i T* coincideixen .
Lemma 2 .4
	
Existeix un nombre real positiu k tal que T = A + kI és autoad-
junt . Per tant A és també autoadjunt .
Demostració
T és simétric per a qualsevol k real :
,(T.u,v) = ((A+ kI)u, v) = (Au + ku, v) =
= (u,Av) + (u, kv) = (u,(A + kI)v) = (u, Tv)
El domini de T és H 2 (9, 2 ) dens a L 2(9)
Fácilment es comprova que estem en les hipotesis del teorema I1q .3 de
Friedmam . Per tant existeix una k > 0 tal que el rang de A + kI és tot L2 (0 .
Llavors el teorema 13 .11 de Rudin (Análisi Funcional) ens assegura
que T és autoadjunt (un operador simétric, densament definit i exhaustiu
és autoadjunt) .
Es defineix a valor propi - aproximat de T si existeixen vectors uni-
taris uo tals que I(T-XI)u k ¡ ' 0 .
Corol .lari 2 .1 L'espectre de A está contingut a (--, 01 i només consta
de valors propis i valors propis aproximats .
Aquest corol .lar¡ és consequencia inmediata del fet que A és autoadjunt
i no positiu (vegi's cap . 13 de Rudin) . En realitat es demostra (vegi's
Berezanskii, per a resultats més generals), que o'(o) és purament puntual .
Teorema 2 .3 L'operador A genera un semigrup analític a 1 2 (9) tal que
I e ¿t l< C . :
Com que ti és tancat i densament definit, només hem de demostrar que
existeix un nombre ~ e (o, 2 ) i una constant positiva M tals que
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~~ (A-XI) -1 ~~ < M si a e {a e ¢ : Ato, arg a e (- 2 - ~, 2 + ~)}
En efecte, fixem-nos primer que, del fet que o és simetric es segueix
(ou,u)
	
e R Vu e H2 (2, á )
Sigui a# 0 tal que arg a e 2 + ~)
Tindrem el seguit de desigualtats :
vu e H2(st, a~ ), IXI Ilull 2 = 1(au'u)I _ l(au,u)l
< I(au,u)I- (ou,u)
= I(au,u)I + (-ou,u) < 1 l(au,u) + (-ou,u)I
~/ 2 +cos(2 + ~)
Aquesta última desigualtat es dedueix del teorema del cosinus . Supo-
sem implicitament que - 2 < cos(2 + ~)< 0 .
lal Ilull2 <_MI(_(XI-o)u,u)I < MI(¿-XI)ullllull
i per tant a(o) i II(0-aI) -1 1I < m
EspaiK
II (A-x, )ull _M Ilull
Per a utilitzar els teoremes de la secció 1 hem de definir un espai
de Hilbert K intermig entre D i H . Per al nostre problema hem pres
K = (H
1
(2) )m i Ilullk = E Ilu' ¡'H (52)i=1
Lemma 2 .5 D C K C H són espais de Hilbert i les inclusions són continues .







Demostrarem ara que DF(u0) + do genera un semigrup analitic que satis-
fá la condici6 (5), i per a aconsaguir-ho seguirem unsúggeriment de Iooss
pg . VII-18 .
Lemma 2 .6 Donat d> 0 . 1'operador o és tal que existeixen nombres reals
positius Mo i d que compleixen
I(I + edo ) -11 L(H 1 (2),H 2(9, a) <
Mo
e-112 si E e(0,s),
~
Demostraci6 .
Sigui u e H'(2) . Com que á és tancat ; la norma del graf de dá .és equiva-
lent a la norma habitual a H2(2, 2v ) .
Aleshores :
I(I-cdo) - 1	u¡H2(9, 1 ) < C(I(I-cdá)-1ulLe + E-1 LcdA(I+ cdp) -1UI L 2)
Sabem, pel teorema 2 .3
I(I-cd)A) -1UI L2 _(2)=l(cd)-1«ed)-lI-o)-1uIL2(s2) <
(cd)-1
IUI L 2( s2)=IUI L2 (n )
ed-1
Prenem el següent sistema :
Demostrarem ara
(12)
ledá(I-cdo) -1 UIL2 < M1
c1/2
IUIHl(9)
Pero cdo(I-edo) -1 = (I-cdo)-1-I . Per tant ens queda per demostrar
I(I-edA) -1-II L(H 1 (5~),L2 (9)) < M1 E112
uc - dAu c	= u e H2(s2)
uc e H2(s2, av )
Es a dir, u E és solució d'aquest sistema
	
si i només si u E = (I-fdo) -1u .
Efectuem el producte escalar de 1'equació (12) per ue-u
dins 1'espai
L 2 (g) ; obtindrem :
(13) j< grad v, grad u > +
1
vou = 0
Suposem primer u e C2 (2), v e C1 (sa) . Aleshores, el teorema de la diver-
géncia implica :
Provarem ara que, per a tots u e H2(~,
av
), v e H 1 (sa),
0 = < v grad u, n >= <grad v, grad u >+ vou
1 92 s2 j2
Ara bé, 1'aplicació
(u,v) e H 2 (2)
av
) x H2 (si) i j<grad u, grad v> +
1
váu e ¢ és una forma
bilineal acotada . Com que s'anul .la sobre CV(2) x C1 (?2), dens a
H2(2t, w )x H1 (sa), deduim la igualtat (13) .
Per tant,
¡uE-uj22 - ed jAUE(úE-ú) = 0
luf-u122(~)





<grad ú, grad uE> - ed Igrad uEl2 < Ed z J x. axE
s2 i = 1 ~
Aplicant la desigualtat de Schwartz :
Iu -U112(p)2 < Id
E IaoEl
Iau 2 <
Ed ( IauE 12 + £ ~aú




2 _E d ! 2
I Ue-u1 12(9) < 2 l u 'H'(51)





) <- C(Iu1 12(2) +
e-1Mle112¡uIH1(2)) .
Demostraci6
Aleshores existeixen Mo < 0, 5 > 0 tal s que,
	
si e e (0,d)
~(I-ido) -1u1 H2(st, ev
) < Moe-112¡u¡ H
(S2)
Lemma 2 .7 Existeixen M2 > 0, d> 0 tals que
I(I-edA)-1IL(K,D)< M2
e-1/2 si e e[ 0,51
La demostració és 1'aplicació immediata del lemma 2 .6 i del fet
que edn és diagonal .
Teorema 2 .4 L'operador L = DF(u0) + do genera un semigrup analític
H tal que
~ eLt IL(K,D) < T
si t e [O,T]
-
Es ciar que ÍuF(uO L(D,K) < C perqué
DF(u0) és acotat,
operador de D en D .
D'altra banda, el
grup analític . De Iooss
que la condici6 d'aquest
un semigrup analític . que compleix 1'acotació que volem demostrar .
elt a
fins i tot com a
teorema 2 .3 ens assegura que do genera un semi-
pg . IX-3, tenint en comete el lemma 1 .2, es segueix
lemma també es comple¡x per a L, i per tant L genera
Propietats de la funció F
Estudiem ara les propietats de la part de reacció de les nostres equa-
cions . Es tracta d'una funció f : Rm -> IRm que suposem de classe C k (Rm ) .
La part no linial de la forma abstracta del sistema de
sió és una aplicaci6 F amb domini D i que definim :
F(u) = f(u(x))
reacció difu-
Per a cada u, F(u) sera una funció definida a S? i valors a R . Supo-
sem, com sempre, 2 acotat i ase de classe C2 ,
	
CRn .
Esmentem ara un lemma sobre els espais de Sobolev que utilitzarem
després per a estudiar les propietats de F .
Lemma 2 .8 Si n <3, H2 (2,
áv
) está continuament encabit en 1'espai vec-
torial normat C1 ( 2 ) de les funcions contínues a si amb la norma del suprem .
L'asserció d'aquest lemma és un cas particular del lemma de Sobolev :
"Sigui s2 c Rn un domini acotat que satisfá la condició del
con(en particular ase de classe C1 ), si j > m + 2
, llavors u -+ u defineix
una inclusió continua de H j (2) en Cm(Q) = {u e Cm(2)11Dau1< < m)
Si ase és de classe Cm, Cm* (2) es pot substituir per Cm(5) en 1'enun-
ciat del lemma (FRIEDPMN, Pag . 30)
Restringim-nos a estudiar sistemes d'una sola equació, és a dir,
m = 1 . En aquesta situació, f és una aplicació de R en R de classe Ck .
Per tant, donada u e H2(s2, w ) c C (st), existeixen les quantitats
Di rem
Demostració
sup 1f 3 (u(x))j <- si j < k
xe9
KjU = sup lf j (u(x))1
xe9
Ku = sup If(u(x))1
xe2
Els següents teoremes, i la conclusió que 1'equació de reacció difusió
defineix un sistema dinámic, no els hem trobat provats enlloc .
Teorema 2 .5
Si f e C1 (R ), 1'aplicació F definida abans F(u)i f(u(x)) transpor-
ta H2(s2,
á
) dins de H1 (2) i F és continua .
av
Hem de provar, primerament, que si u e H2(s2, e ), F(u) e H 1 (s2 ) .
És a dir, que f(u(x))
	
i les seves derivades primeres són a L2(2) (recordem
que parlem de derivades distribucionals)







Fj(u)I 0 = Jai f' (u)ujl
2
_ Kiu j" l
ujl 2
< Kiu l ul 2 < W
H 2 (2, a
a v)
implica la convergéncia uniforme .
mament a u e C(f), existeix un compacte K inclós a 1R tal que un(')C K,
u(2) C K Vn .
IF(u)ló =
1
If(u(x))l 2 < Ku u(~) «
Demostrem ara la continuitat de F .
Notem que, com a conseqüéncia del lemma 2 .8, la convergéncia en
Notem també que, si una successió {un } C C(I) conVergeix unifor-
D'aixa últim es dedueix que, si ii n } ii, les tuccessions {f(it n )} i
{f'(un )} convergiran uniformement a f(u) i f'(u) (degut a la continu"itat
uniforme de f i de la seva derivada dins K) . Sigui M= sup If'(x)I< m
xeK
Aleshores :
jF(un ) - F(u)Ió = 1 If(un(x))
- f(u(x))1 2 _ 0 per la convergéncia uniforme
de f(un ) cap a f(u) .
lFj (un ) - Fj(u)I0- = If'(un (x))Un, j(x) - f'(u)(x)uj(x)0
lf'(un )un,j -
f'(u nY O + If'(un )uj - f'(u)uj 1 0 <
< Mlu n,j	-uj10
+ (Jlf'(un) _ f'(u)12
(uj)l2)1/2 <
Mlu n - u12 + lul 2 suP lf'(un (x)) - f'(u(x))1
xe2
El primer sumand tendeix a 0 per hipótesi i el segon també porqué
f'(un (x)) convergeix uniformement .a f'(u(x)) .
Hem demostrat,per tant, la continuitat de F .
Observació : La continuitat de f no és suficient per a la continui-
tat de F com a aplicació de H 2 (2, -~ )
	
en H1 (n) : Exemple :
Si f(x) = 1x1 e C(R ) , s2 = (-,r/2, 1T/2) c R ; llavors
u(x) =sin x e H2(s2, av ), pero \/Isin xl H 1 (s2) .
Malgrat aixó, provarem posteriorment que sí és suficient per a la
continuitat de F com a aplicació de H2 (9, á ) en L2 (M) .
Teorema 2 .6
Si f e C2 (1R), llavors F és diferenciable en el sentit de Fréchet de
H2(9, a ) en H'(s~) i DF(u0 ) , aplicació 1in.ial acotada de H2 (n, á ) en
H1 (s2) s'obté multiplicant per f'(uo(x)) .
Demostració
a) L'aplicació .F* definida per
F*(uo ) : H2(s2, av ) -> H' (s2)
és lin,ial acotada .













( ú°)l lu°,i l2lul2 + j~lf,(u°)I)il2 +
+ 2 J If " (uo(x))If'(uoir))luo,illulluils2
u -} f'(u0) .u,
au
<
K2u IuICo(st)Iuol2 + Klu IU12
2 2
+ 2K2u Klu I U ICO(a)Jl x ax.
0 0 0 o i ~








IF*(uo )ul l = 'f'(uo) .u11 < CIu12
1F(u +u)-F(u )-F*(udu1 H ~b)
	
lim o o ( ) = 0
~u1 ->0 ~ u1 H 2 (9)
Hx2)
Anem a demostrar aquesta asserció . Notem que, com f és contínuament
diferenciable, podem escriure, per a a e 12
f(a+h)=f(a)+f'(oc)h+ ~l(f'(a+th)-f
0
Per tant, si x e 1t C Rn
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f(UO (x) + u(x)) = f(u0 (x) + f' (uo (x) )u (x) +
- f'(u0(x)))u(x)dt
En altres paraules :














( .f' (--u 0+t u ) - f' (uo) )u dt < sup f' (uo+t u) - f
nt e [0,11







(uo + tu) - f(uo )) u dt
(uo)
Pero, com que tu(x) convergeix a 0 per la norma de H2 , convergeix unifor-
in,ment a 0 .
	
Donada l a conti nuí tat de -f' , ti ndrem:
Recordem que axi
vol dir derivada distribucional . Els cálculs que
segueixen, encara que són, formalment, correctes, s'han de justificar per
pas al límit dins H'(Q) . Es a dir, s'han d'agafar primer funcions de C 1 (~),
aplicar per elk la técnica de derivació sota el signe integral i utilitzar,
llavors, el fet que C1 (st) és dens a H'(sl) .
Uti3.itzant la desigualtat de Minkowski i el lemma 2 .8, tindrem :
I < sup I1"(uo(x)+tu(x)-f'(uo(x))IIu¡,+
x e 12
t e (0 ,1]
+ sup I fle (uo (x) +tu(x)) - f" (uo (x)) 1
(I ~uoi I
2 IuI 2 ) 1/2
x62 n
t e (0 ,1]




sup If'(u0 (x) i- tu(x)) - f'(uo (x))1 0





( Jst ai (f0(f'(u0 + tu)-
f'(uo))udt)i2dx)1/2
sup If'(u0(x)+ tu(x) - f'(uo (x))IIUI 2 +xe2
t e ¡o, 11
+ C sup If"(uo(x)+ f"
(uo(x))IIuo12IUI2xen
t e [0, 1]
+ C sup If1] (uo+tuMu12
xe2
t e i0 ,11
Peró ara, tenint en compte la continuitat de f' i f" ; el fet
que existeix un compacte K de R que conté uo(x)+tu(x) per a tot x esa i
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suposant IuI2 < d, obtindrem,
En definitiva :
	
Vc 9 s tals que si IuI 2< S llavors
Teorema 2 .7




I fo(f'(uo + tu) - f'(uo ))u dt 1 1 < EIu!2
Si f e CZ (R ), 1'aplicació F pertany a C1(H2(s2, w ), H'(2)) i F i DF
envien acotats en acotats .
Demostració
Provem primer que F envia acotats en acotats .
Suposem ueB = (ueH2(2 . a~ ) : IuI 2 <Ko } i calculem ¡F(u)I1






< sup If(a)I 2u(2)
si a e [-CK0 ,CKO I





up - If' . (a)MI 2 II2





a e [-CK0 ,CKO I
Per tant IF(u)I1




Recordant la demostració del T 2 .6 a) i que sup Iu(x)I
xe
que si v e H2(2, v ) .
IDF(u)v1 2 =
If'(u)v12
< sup If'(«)I2IvI2 +
a e [-CK0,CKO]
Demostrem ara que DF envia també acotats en acotats . Es a dir, si








a e í-CKo ,CK0 1	 e I-CK0 ,CK0 1
+ 2CKo sup ( f , ( a )I, If  (a)I) IVIZ < C4IvI2
a e (-CK0 ,CKO I
on C4 no depén de u si lu1 2 < Ko
Per tant, IDf(u)I < K2	si Iul < Ko
Demostrem per últim que DF és contínua, és a dir, que 1'aplicació
DF : H2(s2, á ) > C(H2 (~, Hl (2))
u f'(u)
és contínua .
Suposem un -> u dins H2(s2, av) i . provem que







f'(u n ) convergeix uniformement a f'(u) .
De forma similar :
< sup If" (un(x))I sup Iv(x))lun-ul 2 +xes2 xes2
. Iv12 < E 2 1vi 2 amb
1 aX w (un)v -f'(u)v)12 = 1(f ° (un)un,i _ f":(u)ul)v1` +
+ I(f'(un ) - f'(u))vi12 <_
1(f 
(un )un ,i - f " (un)u,i)VI2 +
+ 1(f', ( un ) u¡ _ f " (u)ui)v 1+ I(f'(un) - fku))v i l 2 <
amb e l -> 0 perqué
+ sup If " ( un ( x )) - f" (u(x))I sup IV(x)IIUI 2 + sup If'(un (x)) - f'(u(x))I,
xes2 xes2 xe2
En aquesta última desigualtat hem utilitzat la
i la continuitat de f' i f'', així com
en Co (sa) .
de un cap a u








¡Df(un ) - Df(u)i L(H2 ,H 1 ) 0
i u dins H2(si, w ) . Es a di r
u(0) = uo e D
f e C1 (H2(2, 8v
El problema d'evolució següent :
~= d0, u + F(u),
tota uo e D, i per a tot T < T*(uo) .
Si T*(u o ) < m	, T mT*IUIC([O,T],D). _
La solució u(t) de (14) és diferenciabl ,e amb
u s C( (O,T_1 D) n C1 ( [O,T] H)
convergéncia uniforme
la inclusió continua
D= (H2(s2, av )) m , H= (L 2 (s2))m , F(u) :=f(u) e C2 (1Rm ) té una única solució
continuitat respecte a uo .
Els teoremes precedents es poden generalitzar fácilment al cas m > 1
(un sistema de reacció-difusió de més d'una equació) . Per tant, prenent
M(u) = F(u) - DF(u0)u ens trobem en les hipótesis dels teoremes 1 .2, 1 .3,
1 .4 i 1 .5 .
Observem que L = DF(uo) + dá
CONCLUSIO Les equacions d'evolució (14) defineixen en l'espai funcional
D un semisistema dinámic .
OBSERVACIONS
En tota aquesta construcció, hi ha un element que és aparentment, poc
natural ; ens referim a la necessitat d'introduir 1'espai K entre els altres
dos espais D i H .
En efecte, d'una banda, D és el domini de 1'operador no acotat L i és
a D on té sentit 1'equació plantejada . Peró L pren valors a tot H i per aix$
és necessari parlar de H . La necessitat de donar una topologia a D es fa pale
sa en voler obtenir teóremes de continuitat i diferenciabilitat respecte a
les condicions inicials .




¡LeLtIL(H) < t t> 0
Hi ha diversos punts en les demostracions anteriors en qué hem utilit-
zat, explícitament o explícitament, acotacions
per ~eLtIL(H) . Esmentem-ne
algunes :
a) En el lemma 1 .3, per a provar que (teL(t-T)f(T)dT pertany a D,J
0
hi ha dos camins ; o bé considerar la integral a H, i llavors, segons el
lemma II 1 .2 de FRIEDMAN necessitarem que
H tLeL(t-T)j f(T)dT
0
existeixi i 1'acotació (*) será insuficient ; o bé considerar-la a D amb




no és contínua a D i, per aixó necessitarem que la integral imprópia
D (teL(t-T)
f(T)dTJ 0
convergeixi Pero 1'acotació IeLtIL(K,D) ` ~t
sí que és suficient en
aquest contexte .
b) En demostrar la continuitat a D de 1'aplicació
t , (te'(t-T)f(T)dT, també en el lemma 1 .3 .J
0
c) Al demostrar 1'existéncia de punt fix de 1'aplicació r en la de-
mostració d'existéncia de soluc¡in& de 1'equació no lineal .
En realitat es poden donar resultats semblants ala enunciats sense
parlar de cap espai intermedi.Per exemple, a TANABE, Cap . 6 es demostra
1'existéncia i unicitat de soluciona de 1'equació no lineal, pero suposant
f definida a tot 1'espai H . Aixó, en el nostre cas, és massa restrictiu .
Per exemple, si f(u) =u 2 , ja no podem definir F a tot H .
En altres textos el que es fa és definir les poténcies fracccionáries
de 1'operador L i els dominis d'aquestes poténcies fraccionáries són espais




Veure FRIEDMAN cap . Ii 3, II 14, Ii 16 . , Sobolevskii .
Históricament, les poténcies fraccionáries dels operadors van ser
introdu`ldes en aquest contexte per Sobolevskii amb anterioritat al procedi-
ment que utilitzem nosaltres . Sembla clar, pero, que el que és essencial
en la teoria de les poténcies fraccionáries és, també, introduir espais
intermedis entre el domini de 1'operador D i H . Des d'aquest punt de
vista, doncs, el nostre procediment seria més general .
Si .be a FRIEDMAN es resol un problema més general que el nostre (és
considera 1'operador L depenent de t i de u), els resultats són, en algún
sentit, més pobres .
Essencialment, la diferéncia és en que en aquest treball es demos-
tra la continuitat de la solució a D i la diferenciabilitat respecte a les
condiciona inicials .




El principal objecte d'aquest capitol és estudiar 1'estabilitat dels
punts de repós del semisistema dinámic definit al capítol anterior . Aquests








, F e C1 (H
2
(2, 8v
és a dir, a soluciona de 1'equació
(16) dou + F(u)= 0 , ueD
Recordem del capitolL F(u)(x)= f(u(x)) .
Notem que les soluciona de (16) sbn soluciona en sentit débil del sis-
tema de m equacions el .líptiques no linials següent :
d 1 ou 1 + fl (ul , . . . um )= 0
d2ou2 + f2( u1 , . . .,um )= 0
m 1 mdmou + fm(u , . . .,u )=0
amb condiciona a la frontera de n : avIUL
jan
0, és a dir, condiciona de
Neumann homogénies .
Demostrarem que 1'estabilitat d'aquests punts de repós ve determinada
per 1'espectre de la part linial de 1'equaci6 (15) ; és a dir, per la dife-
rencial de Fréchet de dou + F(u) en el punt u o e D solució de (16), . En el
capítol anterior vam veure que aquesta diferencial va] : do + f'(uo) .
Concretament, demostrarem que si 1'espectre de 1'operador liníal no
acotat do + f'(uo ) está contingut en el semiplá esquerre de ¢ i a distán-
cia positiva de 1'eix imaginar¡, la solució estacionária de (15), uo , será
aSimptóticament estable . Demostrarem també que si a(do + f'(uo )) 1'espec-
tre conté algun a amb part real positiva, la solució estacionaria uo será
inestable .
La segona part del capítol es dedicará a estudiar les posibles bifur-
cacions a noves solucions estacionáries que es poden produir a partir d'un
punt de repós estable . DescriVim ara breument en qué consisteix aixó : supo
semque 1'equació (15) depén d'un parámetre u
	
, que per a u < uo existeix .
una solució estacionária estable u(u0) ¡,per a.p = uo , un valor propi a(u)
simple es fa 0 de manera que a'(uo)> 0 . Pel criteri d'estabilitat enunciat
abans, és clar que u(u0) es torna inestable per a u >1,o . Demostrarem peró,
que llavors apareix, genéricament, una nova solució estacionária estable
u 1 (u) que es bifurca de uo (u) .
Estudiarem, en particular, les solucions bifurcades a partir de punts
de repós de (15) que siguin funcions constants de D .Q'aquestes solucions
estacionáries en direm homogénies perqué corresponen a distribucions homo
génies de u sobre el domini espacial 2, és a dir, són solucions de (15)
constants tant en el temps com en 1'espai . Les solucions estacionáries ho-
mogénies estaran contingudesen un sLtxspai de dimensió m de 1'espai de fases
D, de dimensió infinita .
Per 1'equació (16) deduim que els punts de repós homogenis correspo-
nen als zeros de la funció f . Es a dir, uo s D és un punt de repós homogeni
de 1'equació d'evolució (15) si i només si,
Vxe12 , uo(x)= xo eRm amb f(xo)=0
En aquest cas, la part linial de 1'equació (15) sera do, + f'(xo) .
Donarem un métode per a calcular a(do + f(xo)) .
Les solucions estacionáries bifurcades a partir duna solució esta-
cionária homogénia estable no seran en general homogInies . Aquest fenomen,
és a dir, la bifurcació d'una solució estacionária no homogénia a partir
d'una solució estacionária homogénia, és el que en direm morfogénesi .
(17)
obtindrem :
3 . ESTABILITAT DE SOLUCIONE ESTACIONÁRIES
Sigui uo e D una solució estacionária de L'equació :
dt = dou + F(u) , .
	
u s Co ( [O,T] D) (¡ C1([O,T],H)
u(0) = uo
Es a dir, douo + F(u0) = 0
Ens proposem estudiar 1'estabilitat d'aquest punt d'equi1ibri . Per
a fer-ho, ens podem reduir al cas uo . 0 mitjanQant el canvi linial :
v(t) = u(t)-uo'
L'equació (17) és equivalent a la següent :
dv = dov + douo + F(v + uo)
Ara dient L =do + P(u0)
M(v)= F(v + uo ) - F'(uo ) + douo
(18)
dt = Lv + M(v) ve Co(IO,TI,D)n C 1 (IO,T1,H)
on L és un operador linial tancat definit a D dens a H que genera (pel
teorema 2 .4) un semigrup analític eLt i M(v) és una aplicació de classe
C2 de(H2 (sa)) m en (H2MÍa (és a dir, de D en K), amb les següents propietats :
M(o) = 0,
	
DM(o) = 0 .
Amb aquestes condicions enunciem el següent teorema
Teorema 3 .1
Si sup Re a<- C < 0, llavors la solució riul .l a de (18), v - 0, és
x E a(L)
exponencialment estable . Com a conseqüéncia, la solució uo de (17) és també
exponencialment estable .
Abans de demostrar aquest teorema, provem el seguent lemma :
Sigui C([0,-),D) 1'espai de funcions contínues acotades a [0,W) amb
la norma del suprem ~ .~y .
Lemma 3 .1
Amb la condició sobre a~(L) del teorema anterior, la solució
t -> Ft(u) de 1'equació (18) amb condició inicial u e D, luI D < 6 , pertany
a C2([0,-),D) si d és prou petita . A més, fixada t, 1'aplicació
u -> Ft(u) és de classe C1 pe . a Cada t .
Com a conseqüéncia, es tenen resultats similars per a 1'equació (17)
amb condicions inicials u tals que ju-uoj< d1'
Demostració
Definim
D x C([O,m),D) - = C( [0,-), D)










Per a demostrar aixó, tinguem en compte 1'acotació següent per al
semigrup, deguda a la condició sobre a(L) i a (11) :
Primer de tot, lí está ben definida, és a dir, 1'expressió
t>0 :
IeLtIL(K,D)




Llavors la demostració que v(t)-etL u - f e L ( t-T) M(v(T))dT és
0
contínua en t a tot 1'interval [0,-) és igual a la demostració del lemma
1 .4 .
t




`LM(v(T))dT .I D < fle(t-T)LIL(K,D) s0upt < ~IM(v(T))IK <
< K
J~
(1 + 1 )e- ~TdT < W
0
perqué Iv(T)I . és acotat i M envió acotats en acotats .
Com en el teorema 1 .4 es pot demostrar que .} es una aplicació de
classe C1 i que
D2~(u,v(t))= I - Ite(t-T)LDM(v(T))dT
0
Aleshores, comí M(o)= 0, tindrem
i, com DM(0)=0,
`v(0,0) = 0
En aquestes condicions podem aplicar el teorema de la funció implí-
cita i obtenir una aplicació :
F t : B(0,6) C D > C([0,-), D)
tal que Ft (0) = 0, (u,Ft(u)) = 0, Vd s D tal que Iul < s
És a dir, F t (u) -és la solució de (17), definida Vt > 0 si la condi-
ció inicial u és Iul < s . A més, Ft(u)e C1 (D, C([O,m),D)) i per tant,
per cada t, u =- Ft(u)e D és també de classe C1 .
Observem que aixo ens dóna un teorema d'existéncia, unicitat i depen-
déncia respecte a les condicions inicials a un entorn del punt d'equilibri .
Anem ara a demostrar el teorema 3 .1 .
És clar que si u 1 (t) és solució de la següent equació :
d = L 1u 1 + M 1 (u 1 )
	
u1 e C(CO,m),D) 0 é(10,-),H)
(19)
u 1 (0) = úo e D
on hem defin¡t L 1 = L + 2 I, M1 (u 1 ) = e1
/2 t M(e-1/2 t u1(t)) .
llavors u(t) = e- /2 t u2 (t) será solució de :
(20) d = Lu + M(u) , u e C(10,- ) .D) n C1([0 .-) .H)
u(0) = úo e D
Demostrem, doncs, que existeix una única solució de (19) si
I uni n és prop petita .
Per a veure aixb només cal repetir .el raonament de la demostració
del lemma 3 .1 . Observem, per exemple, que M1 aplica C([O,m),D) contínuament
en C([0,-),H) i envia acotats en acotats . En efecte :
Can que DM(O) = 0, , existeix 61 tal que
M( u)1K u1 D ul D
Sigui ara v(t) e C( [0,°°),D), ~v~~ < C .
Llavors existeix un T tal que






D < Ce-C/2 t < al
t>T t >T
I, per tant,






u (t) --t e1/ 2 tM(e-c/2 tu(t))
envia acotats en acotats (de C([O,T],D) en C([O,T],H)),
tindrem, en definitiva
1M 1 (v) I
- < C
La continuitat de M1 és evident .
Les restants hipótesis, és a dir, que DM1 és contínua i envia acotats
en acotats, són també mol t senzi11es de provar .
Per tant, podem deduir que existeix u 1 (t), solució de (19) i, per tant,
lu1L < --
Es per aixó gye,si lúo 1< d, la solució u(t) de (20) existeix per a tot
t > 0 i a més :
lu(t)I D = e-C/2t ~uli-
És a dir, la solució nul .lá de (18) és exponencialment estable .
Com a conclusió, la solució estacionária uo de (17) és també expo-
nencialment estable .
Demostrarem ara que 1'espectre de L és purament puntual, és a dir,
que si Nuc (L -0) ={O}, llavors (L- xI) -1 existeix i está acotat . Relcordem
aue L = do + F'(uo) és suma d'un operador diagonal definit a D, subespai
dens de H, i d'un operador acotat F'(u0 ) . Utilitzarem els següents lemmes :
Lemma 3 .2
L'espectre de o com a operador amó domini H 2(n,
v
), dens a L2(si)
és purament puntual .
Resultats molt més forts que aquests (més generals), es poden trobar,
per exemple a BEREZANSKII,T 3 .5
Lemma 3 .3
Si a no pertany a 1'espectre de n, 1'operador (á- 0) -1 és compacte
en L 2 (2) .
Demostració
	
Per hipótesi, és acotat en L2 (2) . Demostrem, a més,
que és acotat com a operador de L2(st) en H2(st, av )
(la norma de H 2 (í2, -L
és equivalént.a la norma del graf perqué o-XI és tancat) .
< C1(C21VIO + IvID) < k1VID .
Ara, aplicant el lemma de Rellich (veure FRIEDMAN T I 11 .2)
(o -XI) - 1 és compacte a L2 (2) perqué la inclusió
és compacte .
Lemma 3 .4
En efecte : sigui v e L2 (sa)
I( A-AI) -1 v1 2 < C 1 (1 (o- XI)-1v10 + I (o - XI) (o - XI)-1v10)
<
L'espectre de do (operador definit densament a H = (L`(si))~~~) és pura-
ment puntual i está contingut a (-m,0] .





tal que A-1 és compacte .
La demostració és evident aplicant els lemmes 3 .2 i 3 .3 . i el corol .-
lari 2 .1 i recordant que tots els di són positius o nuls .
Teorema 3 .2
H2 (2, e'v ) 4
L2 (sz)
L'espectre de L = do + P(u0) és purament puntual .
Demostració
Podem escriure L = A + F'(uo )-eI on A = o + eI és un operador diago-
nal amb domini D tal que A1 és compacte i F'(u0 )- eI és un operador acotat .
Provarem que Nuc(L - XI)=
	
0 implica que (L- xI) -1 és acotat .
Demostrarem el següent fet general :
"Sigui A un operador linial densament definit a H tal que A 1 és
compacte . i B un operador acotat a H . Aleshores Nuc(A + B) = {0} -=*(A + B)-1
definit a tot H i acotat"
La hipótesi que A + B sigui injectiu implica que I+ A-1B és també
injectiu . Pero A--1 B es compacte . Llavors la teoria de Fredholm ens assegu
ra que I + A-1 B té i nve'rs acotat . Provem ara que (I+ A-1B)
-1A- 1 = (A+ B) -1 .
D'una banda, Vv e Dom(A) es té :
(I+A-1B)-1A-1 (A+B)v = (I +A-1B) -1 (1+ A- 1B)v = v
D'altra banda volem demostrar
(A+B)(I+A 1B) -1A-1 = I
Aixó últim es equivalent a demostrar que,pe, a, qualsevol v e Dom(A)
(A+B)(I+A-1B)-1v = Av
Sigui w = (I+111 B) -1v . Llavors
(I+A- 1B)w = v
i per tant w e Dom(A) . Apl i cant A + B
(A+B)w + (A+B)A-1 Bw = (A+B)w + Bw + BA-1Bw = Av + Bv
(A+B)w + B(1+ A- 1B)w = Av + Bv
0 sigui, (A+B)w=(A+B)(I+A 1B)-1v=Av .
Per tant, (A+ B) -1 és acotat perqué és composició de dos acotats .
En el nostre cas, (L-aI) -1 = (A+B) -1 és acotat si a no és valor propi .
El comportament asimptotic prop d'un punt de repos, quan la clausura
de a no conté valors imaginaris, ve donat per la part linial de L i exis=
teixen les varietats estable i inestable (vegi's Iooss Cap . VII) . En el
nostre cas només necessitarem :
Teorema 3 .3
Si 6(L) conté un valor propi amb part real positiva, la solució nul .l a
és inestable .
Demostració
Per hipótesi existeix un A=
X1
+ ia2 e Q, a1> 0 i un vector
u =u 1 + iu2 e H~
	
(espai complexificat de H) tals que
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Lu = au
Aixó implica, en particular, eLtu = e;ktu .
Es clar que X és també valor propi de L, de vector propi ul - iu2 = ú .
Per tant v = u + la = 2u1 e H . A més
eLty = eLt(u + -U) = eatu + eXtu = eal t (ei a2tu + e-i a2t -U ) _
= eÁ lt(cos a2 ty + i sin a
2t(u- ú)) = ealt(cos a 2 ty - 2i sin a2tu2 )
Llavors existeix un natural N tal que
~eLNV1 > eal/2 N ¡Vi
D .






Fixem-nos que e'l/2 > 1 .
Observem que aquesta desigualtat és certa per a tot a e R
ES a dir, podem prendre lavl tan petita com volguem .
Aplicant el teorema 1 .4, si diem Ft(v) al flux amb condició inicial
v, tenim :
Perb com Ft(0) = 0, DFt(0) = eLt (corol .lari 1 .1), deduim el següent :
ve,0 ] n > 0 : IFN(av) _ eLNavID <
eIvID si lavl<n
Prenem e tal aue Pl = ea,N/2 _ e > 1 .
Llavors per a tot a tal que lavl < n tindrem
IFN (av)j, > leLNavI D - elvI D > (ea1N/2 _ e)IavID
És a dir
	
JFN (av)IÓ > P11-VID
Estem suposant que Ft (av) existeix per a tot t> 0, car en cas contra-
ri tindríem sup IFt(av)1 D = i 0 no seria estable .
t>T
Si IFN (av)I> n,0 és inestable . Suposem doncs
ti ndrem :
2N (av)1 > pl IFN (av)l > p1~vID
I així successivament tindrem
~FKN(av)1 > P11avID
Pero és clar que existeix , un k > 0 tal que p1IavI, > n . Llavors 0 és
un punt de repós inestable perqué, Vn' > 0 podem trobar v e D tal que
IavID
< n ' i 1 F t (av)1 D >n per algún t .
(és a dir, la bola B(o,n) H no conté cap bola B(O,n') tal que
Ft(B(O,n')) C B(O,n) vt > D) .
IFN(av)1 < n, Llavors
Resumint :
Teorema 3 .4 (Principi d'estabilitat linial)
Una solució estacionária uo de (17) és asimptóticament estable si
1'espectre de 1'operador linial Du (dou + F(u)) = do + F'(u) está contingut
a 1'esquerra de 1'eix imaginar¡ i a distáncia no nula d'aquest ; és inesta
ble si conté algún punt amb part real positiva .
La demostració d'aquest teorema es redueix a aplicar els teoremes
3 .1, 3 .2 i 3 .3 .
Ens resta ara donar un algorisme per al cálcul dels valors propis
de 1 'operador do + F' (u) . Per a¡xó, vegi's PERELLó . En 1'article esmentat
es demostra que p és valor propi de L si i només si existeix un x i de
1'espectre de o tal que
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det(F'(u0 ) - A i diag(d l ,d2 , . . .dM ) - PI)= 0
Observi's que P(u0) - ai diag(d l , . . .dm ) - PI és una matriu m x m.
Si existeix un únic a l que satisfá la condició anterior, a l és valor
propi simple de o i el rang de F'(uo ) - x i diag(d l , . . .,dm ) - PI és m -1,
llavors p és un valor propi simple de L . És a dir,
dim Nuc(L - PI) = 1
En aquesta situació, si ~i és la funció própia de valor propi a l de
o , el subespai Nuc(L - pI) ve generat pel vector
(-ajo¡, a2~i, . . .aji) c H¢ on (al ,a21 . . .am ) és un vector propi de valor
propi 0 de la matriu F'(uo ) - a i diag(d l ,d29 . . .dM ) - PI .
Demostrarem ara un teorema que utilitzarem més tard :
Lemma 3 .5
Sigui A densament definit a H,A-1 compacte i B
rador A + B compleix 1'alternativa de Fredholm, és a dir,
R(A+B) = (Nuc(A*+B*))1
Demostració
Es evident que R(A + B) c (Nuc(A* +
(Nuc(A; + B* ))
1
	
está contingut a R(A + B) .
Sigui v É:H tal que (v,x) = 0 Vx e N(A*+ B*) .
tant B*(A-1 )* y + y = 0
B*) )l , Provem doncs
Sigui y s Nuc(I+ (A-1B)*), ésa di r, tal que (A-1B) *y
0 sigui (A-1 )*y e N(A* + B*) perqué (A-1 )*= (A*)-1 .
Llavors (A-l v,y) = (v,(A-1)*y)= 0
acotat . Llavors 1'ope-
Fins ara hem provat doncs que si v e (Nuc(A* + B*))
1	llavors
A-1v e~uc(I + (A-1B))L
.
Com A-1B és compacte, de 1'alternativa de Fredholm :
(Nuc(I + (A-1 B)*)L = R(I + A-1 B)
que
y =0 i per
Com a conseqüéncia,'A-1v =(I + A-1 B)u per algún u e H que haurá de ser
també de Dom A car el rang de A-1 és Dom A.
Aplicant A a ]'última igualtat :
Es a dir :
Teorema 3 .5
v = Au + Bu =:> veR(A+B)
(NUC(A*+B*)) c R(A+B)
1
Si a és un valor propi de L, Rang(L- aI) =(Nuc(L*- íI))
	
i
dim Nuc(L-aI)=codim R(L-xI) .
Si dim Nuc(L - xI) = 1, direm que a és un valor propi simple .
Demostraci ó
L - XI és suma d'un operador A = do + El densament definit i d'invers
compacte i d'un operador B = F'(u0)- XI-El acotat . Per tant, del lemma
anterior,
Rang(L -ai) = (Nuc(L*- XI))1
Com dim Nuc(L*- ~I) = dim Nuc(L- XI) tindrem que
dim Nuc(L-XI) = codim R(L-XI) .
4 . BIFURCACIÓ D'UN VALOR PROPI SIMPLE
En aquesta secció demostrarem l'aparició d'una bifurcació d'una so
lució estacionária quan un valor propi simple de la part lini .a l d'aquesta
equació creui per ]'origen mentre tots els altres es mantenen a 1'esquerra
de l'eix imaginar¡ i a distáncia positiva d'aquest . El procediment que uti-
litzarem rep el nom de Métode de Lyapunov-Schmidt o dels problemes alterna-
tius .
Siguin D i H espais de Hilbert reals, D densament inclós en H
i la inclusió continua .
G(p,0) = 0 , Y p E 32
	
. D'acord amb el que hem vist anteriorment, aixo no
resta generalitat .
Llavors u - 0 és una solució estacionária (un punt d'equilibri) de
la segUent equació d'evolució :
Sigui G : R x D --~ H una aplicació de classe C2 . Suposem que
(27)
J du = G(p,u)dt
u(0) = uo E D
Denotem L(p,u) = DuG(p,u) ; operador linial amb domini D
Suposem que L es troba en les hipótesis del capitol anterior .
situació, 1'equació defineix un semisistema dinámic .
Suposem que a(L) (entenent
plexifixat de H ) está contingut
cia positiva d'aquest, per a p <
nónc ;úlment estable . A más, com
ció implicita assegura la unicitat de
de u=0 .
Suposem que 1'operador L(u,u) és del tipus de
tal que
L(p,0)
R(L-xI) = (Nuc (L *-íI)) 1
dim Nuc (L-XI) = dim Nuc (L*-íI)
u(t) E C2 ([0,T1,H)
ara L com a operador a 1'espai com -
a 1'esquerra de 1'eix imaginar¡ i a distán
0 . Aleshores, la solució u = 0 és expo-
c$ in'vcrwoc,ti twol ..c, el vc r .. Ju..c 1m. ...teovcma n -
solucions de
Suposem també que, per p = 0 , si denoten l o = L(0,0),
N =Nuc lo =[W0 1 wo E H , 1 wo
l = 1
Nuc L*o = [ wG) wó E H , I wo 1 = i
R = Rang Lo = {u E H 1 (u,wó) H = 0}
*
(wo, wo)H ~ 0 .
dens a H .
En aquesta
G(u,u) = . 0 en un entorn
Fredholm, és a dir,
(en aquesta situació direm que 0 és un valor propi simple de Lo ) .
Suposem, per últim, que, dient a(u) al valor propi de part real més
grossa de
	
L(u,0), a' (0) >0 .
Sota aquestes hipótesis demostrarem el segUent :
tal que :
Teorema 4 .1 .
Existeix una corba de classe C1
a e .(- E, E)1-> (v(a), u(a)) e RxD
G( v( a), u( a)) = 0 Ya e (- e, E)
és a dir, apareix, per a cada a , una solució estacionária que bifurca de
u = 0 per y = 0
Demostració
(u0), u(0)) = (0,0)
°) = ó
Definim les segúents projeccions :
P1 : D --> N
x ~--> (x, wo) ~o
P1 : H - [ wól
(Y,wó) `Po
i diem Q1 = I-P 1 , Q2 = I-P2 . Fixem-nos que Q2 projecta H sobre
RLo =R .
Tota u e D es pot escriure u = (yo )sPO+Q1u = aspo+




Definirem ara una aplicació H
H : IRx IR xQ,D ---> R
( u, a,
	
Q2G( p, a `po+0)
És clar que H és de classe C2 i que H(p,D,O) = Q2G(p .0) = 0 .
En particular H(0,0,0) = 0 . .
A més, D~H(0,0,0) = Q2Lo és un isomorfisme entre Q1 D i R (és bi-
jectiva, continua i lineal per la quál cosa, e .] teorema de 1'aplicació'obertaim-
plica que la inversa és també continua) .
Podem, doncs,aplicar .el teorema de funció implícita per a obtenir una
aplicació de classe C2
tal que
En efecte, derivant 1'equació
H(u,a»(p,afl Q2G(p,a`po+Q10(p,a)) = 0
respecte a obtenim : .
Q2 L(p ' a-Po + Q10(u,a» ' (`°o + Q1-w(u'a» = 0
Avaluant a (0,0) :
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(¡, ,a) '- «p,a)
(U i V entorns de 0 a IR)
(0,0)
=_ 0 .
H(p,a,« p,«)) = 0 per (PM e U x V
Per unicitat de ~ tindrem que V)(p,0) = 0 )	V y e U .
A més, es compleix la segUent propietat : á(0 ;0) = 0
Q2L(O,o)wo + 42L(0,0)Q1 áa ( 0,0 ) =
Com 9 o e Nuc Lo	i Q2 és la projecció sobre RLo
LoQ1 »(0,0) = 0
I per tant á" (0,0) = 0
Substituint v(p,a) en la segona equació de (22) obtenim :
P2G(p,aPo +,y( u , a)) = 0 . És a dir :
(G(p,cw0+"Po ) = 0
Aquesta última equació escalar anomenada "equació de bifurcació" és
equivalent, .com hem vist, al
	
sistema (22) en un entorn de p = 0 .
Definim ara una aplicació
' F : U x V C R 2 ----+ R
F és de classe C2 i compleix, per a tota p e U










"A-pí icarem el teorema de funció implícita a la funció g en un
entorn del (0,0) . Hem d'avaluar ~-( 0,0)-
Ve 2
Pero, de la definició de g tenim que 31( 0,0) = aaap (0,0) .
Calcularem aquesta última derivada
aa (p,a)
_ (L(Pa% +~(p,a)) ( ,Po +-á Spo )
si a 1 0
si a = 0
av (~«)(0,0)
_ ( G(0,0)(,Po + aá (0,0)




(Du p G(0,0)wo ,wo ) 0 podrem
aplicar el teorema de fun'-
ció implícita i obtenir una nova aplicació
que
p : (-e, c) C VCIR --~->U C IR
a ~> p(a)
de classe C l i tal que p(0) = 0, g(v(a),a) = 0, Va e (-c,c) i, en con-
segiténcia, F(p(a),a) = 0 , Va e (-c,c) .
Aleshores l'aplicació a 1 --+~(p(a),a) és també de classe C1	 per tant
u : (-c, c) C V-> D
ai -= a w0 .+~(p(a),a)
també .
Relacionem, per últim,la condició (DullG(0,0)wo,wo) t 0 amb la hipó-
tesi, que encara no hem utilitzat, a'(0)> 0 .
Tenim
p) és el vector propi corresponent a A( p) . Derivant i ava -
l uant a p = 0
DUPG(0,0) wo + Low' (0) = a' (0) wo
*t
Multiplicant escalarment per wo i tenint en compte que RLo = 190 1 i




( wo ' wo )
Per tant, com hem suposat a'(0)> 0 tindrem
(DUPG(0,0)wo ,w o) 0
L(u,0')w(p) =X(w)w p)
A més, la igualtat ens dóna una condició computable directament .
Notem que, un diagrama de bifurcació en qué apareixi la corba
(p(a), u(a)) podrá tenir un dels tres aspectes segruents :
wN
Definirem la segUent aplicació :
(-E,e) x 1R
	
x D --~1R x H
si u' (0) ~ 0 u'(0) = 0 u' (0) = 0
diagrama 1 diagrama 2 diagrama 3
Estabilitat de les solucions bifurcades
Per a determinar 1'estabilitat de les solucions bifurcades, estudia-
rem el comportament del valor propi critic a (el de part real més grossa)
de L(p(a), u(e) és a dir, al llarg de les branques bifurcades .
En tot el que segueix, necessitarem que L(u(a),u(a)) sigui de classe C2
en a , i segons la demostració anterior, haurem d'exigir que G sigui de
classe C3 entre D i H .
Provarem en primer lloc que el sistema d'equacions
L(u(a)~u(a))`~ - a~ -0
(24)
~
j (~,w) = 1
defineix, implicitament, una aplicació a~---~ o(a) de classe C 2 tal que
Q(0) = 0 . Observi's que (4) implica que Q és un valor propi de
L(u(a),u(a)) i ~p és la seva funció propia normalitzada . El fet a(0) = 0
ens diu que a(a) será precisament el valor propi crític .
( a,a,-P)1-( (9,SP) - 1, DuG(u(a),u
D i H presos com a espais de Banach sobre IR .
Es immediat de comprovar que 4, és de classe C2 .
Tenim la seVent propietat :
0,0,90 )
	






Fixem-nos que Da , (0,0,~po) e L(IR x D,IR x H)
Si demostrem que D o(0,0,~p) és un homeomorfisme, podrem aplicar ela9 o
teorema de funció implícita per a obtenir una aplicació de classe C 1 :
a E (-E',£')f
T
1(a(a),'P(a) e IR x D
que ens donará, per a cada valor de a el valor propi crític a i la funció
propia sP de norma 1 de a .
Injéctivitat . Suposem (a,u) e D tal que DOW1(0,0,so0)(a,u) = 0 .
Aixó implica ( .PO ,u) = 0
l _aó+LOu =0
De la segona equació, tindrem a = 0 (perqué R(L0 ) _ {u e H
(u, ó) = 0} i (9 0 ,90) ¢ 0)
Llavors u e Nuc L0 i d"aixó es dedueix, mitjanrant la primera
equació, que u = 0 .
Exháústivi tat . Suposem v e IR i w e H . Hem de resoldre
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(a0,v) = v
L0v - a-Po = w
per a e IR ,veD










Es a dir, si w'~o)-a =_ (
v'
Sigui v una solució qualsevol de
L0
v=w_
És ciar que qualsevol v' = v + o-po , s e IR
és solució de 1'equació ante-
rior . Escoll¡m, doncs, S perqué es satisface també (W0 , v ' ) _ 
Es a dir : (~o0 ,v +090) = v . D'on
(w0 ,v) + s = v s = v - Gp0,V)




= v +o~po - (-Po,v)w0
D<D(O,O"po)(0') = (W)
Hem provat, doncs, 1'exhaustivitat .
Com Di O,O,w0) és acotada, el teorema de 1'aplicació oberta ens diu
que és un homeomorfisme . Per tant, aplicant el teorema de funció implícita,
obtenim 1'aplicació T .
Avalua rem ara la derivada de a(a) en un entorn de a = 0 .
Per aixó, derivem l a primera equació de (24) suposant a = a (a) , w= sp (a )
Advertim que en els cálculs que segueixen ens permetem un petit abús de
nbtació per a escurgar el text .
(25)
Duu G(u(a),u(a))u'(a)~P(a)
+ DuuG(u(a),u(«)) (u'(a),w(«)) +
Avaluem aquesta derivada a a = 0 i multipliquem-la escalarment
per w0
u'(0)(DuuG(0,0)w0 ,wo ) + (DuuG(0,0)(spo0o),wo) +
+ DUG(u(a),u(a))w'(a) - a'(«)w(a) - a(a)w'(a) = 0 Va e
+ (Low' (0),wo) - a' (0)(wo ,sco ) = o




u' (0) = 90
Com Rang Lo = [wo)1
.
(26) (w0 ,wo ) a'(0) u'( 0 )( DUP G( 0,0)w0 ,SPO) + (DupG(0,0)(wo,wo),,Qo)
Utilitzem ara la condició G(u(a),u(a)) ,= 0 per á reduir aquesta ex
pressió .
Derivant dues vegades G(u(a),u(a)), s'obté
(27) DPPG(u(a),u(a)(u'(a))2 + 2DuuG(u(a),u(a))u'(a)u'(a) +
+ DpG(u(a),u(a))u"(a) + DuuG(u(a),u(a)(u'(a),u'(a)) +
+ DuG(u(a),u(a))u"(a) = 0 , Va e
Avaluant a zero, i .tenint en compte les següents igualtats
DuuG(0,0) = DpG(0,0) = 0 u' (0) = w0
(28) 2/a' (0) Duy¡G(0,0) w0 + DuuG(0,0) (w0,w0)
+ Lo u"(0) = 0
Multiplicant escalarment per w0
(29) 2u'(O)(Du~G(0,0) óo°o ) + (DuuG(0,0)(wo,SPO),wo) = 0
De (26) i (29) obtenim
( PO`FO)a' (0)
	
_ -u' (0) (DuuG(0'0)`P0'`~0 )
Ésadir :







Podem enunciar, doncs, el segirent teorema .
Teorema 4 .2 .
En les hipótesis del teorema 4 .1 ., si
furcació és del tipus 1, és a dir, només hi ha una solució bifurcada per a
cada valor de u e (-s;s) i a més la solució bifurcada és estable si u > 0
(branca supercrítica) i és inestable si u -<0 (branca subcrítica) .
~ . : a dir, el diagrama de bifurcació és així
e
u'(0) # 0, el diagrama de bi-
La demostració d'aquest teorema és ara evident, car, de (30), com
a'(0) > 0 , tenim que el signe de a'(0) és 1'oposatdel de u'(0) , és a
dir, negatiu si u'(0) > 0 i positiu si u'(0) > 0 ., En un entorn de a = 0
( i per tant en un entorn de u = 0) , u (0) > 0 si a > 0, implica u '(0) > 0
i a'(0) < 0 implica que el valor propi crític a es fa negatiu . Aleshores,
com tots el s al tres valors propis de L(u(a),u(a)) es mantindran amb part
real negativa, tindrem 1'estabilitat de la branca supercrítica .
Igualment es prova la inestabilitat de la branca subcritica .
Recordem que les condiciona .a'(0) >0 i p'(0) ~ 0 són directament




I si, X'(0) > 0 ,
	
(29) ens diu que ;u'(0) ¢ 0 és equivalent a
(DuuG(0,0)(ó, ó), ó) 0 .
Seguirem ara 1'análisi de la bifurcació en el cas que p'(0) si-
gui 0 . Seguim, doncs, derivant (5)
(ara necessitem que (u'(a),u(a)) sigui,de classe C3 i per tant G
de classe C4 ) .
DuppG(p(a),u(a))(p'(a))~P(a) + 2Duup G(p(a),u(a)) (u'(a),w(a))p'(a) +
+-DuuG(p(a),u(a))p"(a>P(a) + 2p'(a)DUPG(p(a),w(a))w'(a) +
+ DuuuG(p(a),u(a)%(u'(a),u'(a),w(a)) + DUUG(p(a),w(a)) (u"(a),w(a)) +
+ 2DUUG(p(a),u(a)) (u'(a),w'(x)) + DuG(p(a),w(a))w"(a)- ~(a)w(a) -
- 2a' (a) w' (a) - a(a) O'(a) = 0
Avaluem a a = 0 , suposant p'(0) = 0 ( airó implica a'(0) = 0) i
recordant u'(0) = wó , a(0) = 0
p"(0)DuúG(0,0)wo + DUUUG(0,0)(wo,wo .wo) + DUUG(0,0)(u"(0), ó)
+





= p"(0)(DupG(0,0)w0 ,spo ) + (DuuuG(0'D)(`PO'WO,`PO)Wo)
+ (DuuG(0,0)(u"(0),WO),SPO) + 2(DuuG(D,0)(sP'(0),~po)%Po)
D'altra banda, derivant a (7)
DppúG(p(a),u(a)) (p'(a))3 + 3Dupp
G(u(a),u(a)) (w'(a))2u'(a) +
+ 3DPPG(p(a), u(a))u'(«)p"~«) + 3DuupG(p(p),u(a))p'(«)(u'(a),u'(a))
+ 3DUPG(p(«),u(a))p'(a)u"(a) + DpG(p(a),u(a))p"'(a) +
+ DuuuG(p(a),u(a))(u'(a),u'(a),u'(a)) + 3DuuG(p(a),u(a))(u"(a),u'(a) +
+ DuG(p(a),u(a))u"'(a) + 3DupG(p(a),u(a))p"(a)u'(a) = 0
Avaluem aquesta expressió també a a = 0 , suposant p'(0) = 0 i re-
cordant
u' (0) = wO , D 11G(0,0) = Dup G(0,0) = DuupG(0,0)
= 0
(32)
DuuuG( 0,0 ) (,P0 'p0'SP0) + 3Duu G(0,0)(u"(0),90 ) +
+ 3LO u . . .(0) + 3DupG(0,0)W . (0) ,Po = 0
Multiplicant escalarment per
0 =3
p"" (D)(Dup'(D'D) ó'ó) + (DuuuG(0,0)(9o,%,sPO) + 3DuuG(0,0)(u
. .(0),SPO),.,Po)
Abans de seguir demostrem el segU'ent lemma técnic
Demostració
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Lemma 4 .1 .
	
En aquestes condicions :
Per tant,
(DuuG(D,0)(u"(0),WO), ó) = (DuuG(D,D)(9'(D),%),9O)
Avaluant (25) a a = o i suposant u'(0) = 0 , a'(0) = 0 tindrem
Duu G(0,0)(s% , ó) + Lo `P'(0) = 0
perqué u' (0) = sPO	i a (0) = 0 .
Igualment, avaluant (7) a a = 0 i amb les mateixes suposicions
DuuG(0,0)(WO ,-PO ) + Lo u"(0) = 0
D'aixb es dedueix u"(0) - SP'(0) e Nuc Lo . 0 ~sigui
u"(0) = ~p'(0) + vio on v e 1R
(DuuG(0,0)(u"(0),~pO),sPO)= (DuuG(0,0)(,P'(0) + vspo ,SPO ),wó) =
_ (DuuG(D,0)(sp'(0),9O),soo ) + v(DuuG(0,0)(9O,SPO),,PO)
Peró el segon sumand és zero perqué suposem u'(0) = 0
Aplicant aquest lemma tindrem que (31) es converteix en
(33)
(soo,sPo)v~~(0) = u"(0)(Dum G(0,0)spO ,wO ) + DuuuG(D,0)(sp0,%,SPO),9o)
+ 3(DuuG(0,0)(sp'(0),spO),w*)
i (32) en :
0 = 3fl' (0)( Du.aG ( D,0 ) w0 ,sp0) + (DuuuG(0,0)(-Po,90,~oo),-Po)
+_
+ 3(DuuG(0,0)('P'(0),9o)wo)
Ara podem enunciar el segUent teorema .
Teorema 4 .3 .
En les hipotesis
	
del teorema 4 .1 . suposem ;¿'(0) = 0 pero ;¿"(0) 1 0
Aleshores el diagrama de bifurcació és del tipus 2 ó 3, i per tant, de la so
lució u =_0 es bifurquen dues solucions per m > 0 i cap per m < 0 o dues
per p < 0 i cap per ti > 0 . . Les solucions bifurcades són estables si són
supercritiques i inestables si són subcrítiques . Si u"(0)< 0 les bran -
ques bifurcades seran subcrítiques i, si ;¿"(0) > 0 , seran supercritiques .





11 "( 0 ) < 0 P"(0) > 0
e
El vectcr tangent a la corba (l1(a),u(a)) és, en el nostre cas,
(0,-P0 ) , Aixó ens dóna tangent vertical en el diagrama . Com u'(0) =
0,
IA"(0) 0 tenim que a és un extrem de la funció a de la qua] cosa
deduim una de les dues figures . A més, és clar que el signe de p"(0) ens
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determinará quina de les dues és .
Per a determinar 1'estabilitat, utilitzem les expressions (33) i (34) .
D'elles es dedueix :





* _ -2p (0)A (0)
( %>`po )
Es a dir, 0"(0) té signe oposat a p"(0) . Com a'(0) = 0 , tindrem
que si o"(0) > 0 , 0 será un mínim de o(a) i si a"(0) < 0 , será un maxim .
Com a conseqüéncia, tindrem estabilitat si a"(0) < 0 (és a dir, si p"(0) >O)
i inestabilitat si a"(0) > 0 (si p"(0) <O) . En definitiva, si la solu-
lució bifurcada és supercrítica será estable i si és subcrítica será inesta-
ble .
Notem per últim que la condició W"(0) ~ 0 , i, en realitat, el signe
de u"(0) es pot calcular mitjangant 1'expressió (34)
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D . . . . . . G(0,0 )(P~>`~ >`~ ) >~  )
DuuG(0>0)(9'(0)>a o)>wó)
3 -
on a'(0) > 0 per hipótesi i w'(0) es pot determinar de 1'equació
Eo w'(0) -DuuG(0>0)(wo>%)
que té solució, segonsl'alternativa de Fredholm,car estem suposant
DuuG(0,0)(w o >SP O )>spo ) = 0
A més w'(0) ha de complir (,p'(0),-p0) = 0 , com es pot veure derivant
la segona equació de (24) i avaluant a a = 0 .
APENDIX AL CAPITOL II
REGULARITAT DE G
Demostrarem en aquesta secció que les condicions de derivabilitat
per a G que demanávem a la secció precedent, és a dir G de classe C3
per a 1'estabilitat,es compleixen en el cas d'equacions de la forma
(35)





p e IR , d(p) e IR




F(p,u) = f(p,u(x)) ,
m = D
sempre que les aplicacions- d(p) de R en R m i f(p,x) , de
R x- Rm en 1Rm , compleixen també certes condiciona de regularitat .
En particular, demostrarem que si d E Ck(R ) i f e C k (IR 2 ,1R),
llavors G e C k (IR x HZ(st, ), 12(st)) , és a dir, provarem els resultats
completa per a m = 1 . La generalització al cas m >1 és directa (vegi's
el primer capítol) .
Observem que, si tenim, per a cada p e R una solució estacionária
up e D de V equació :
du = G(v,u)dt
0 sigui, G(p,u, p ) = 0 , i a més 1'aplicació
p e R-> u u
e D
és de classe C k , llavors, mitjansant el carnvi linial v = u- u,, , obtenim
una equació
dv = G(p,v +
uVi)
+ G(p,v)d_t
tal que G és de classe Ck si G ho era i G(u,0)=0 Vu .
Per aixó ens podem restringir a estudiar aquest últim cas .
Demos trarem,
	
doncs, el s següents teoremes :
Teorema 4.4
Sigui f e Co (HR) , 9 obert acotat de IR n (n <3) amb frontera de
classe C2 . Definim
Aleshores F és contínua .
Demottráció




F está ben definida -Com qte H2 (sz,v) está inclós continuament en C(5),
la convergéncia en norma de H2 implica convergéncia uniforme .
A més
Llavors
~jF(u)j 2dx = IIf(u(x))1 2dx < u(2) sup If(u(xM <
111~ 1si xe2
F(u) ~2 - . J~f(tfi(x)) - f(u(x)) 12
i aquesta última integral tendeix a 0 si ¡u - ul 2 0 degut a lan
H(~)
continultat uniforme de f dins dels compactes .
Sigui f e C1 (IR) . Amb les condicions del teorema anterior, F és
de classe C1	











és clarament linial i acotada .
b) IF(u+v) - F DF(u)vl
lim (u) L2(P) = 0
v->0 ¡vi
H2(~' av)
En efecte, hem d'acotar convenientment :
Per tant,
v - f'(u(x)) .v(x)
I : =
ti
f(u(x) + v(x)) - f(u(x)) - f'(u(x))v(x)l2
Com F és contínuament diferenciable :
1





(f'(u(x) + tv(x)) - f'(u(x)))v(x)dtl 2dx 5
2 2
sup If'(u(x) + tv(x)) - f'(u(x))l Iv(x) dx <
si t £10,11
2
sup lf'(u(x) + tv(x)) - f'(u(x))1 IVI 2 2x e 2 L
t e [0,11
Peró, com v tendeix a 0 a H2(st, 2 ), de la continuitat uniforme
av
sobre els compactes de f' deduim
2
sup If'(u(x) + tv(x) - f'(u(x))j --r 0
x £-st v ; 0
t £[0,11 H2
és una aplicació continua .
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1DF(u) - DF(ú)j = sup jf'(u(x))v(x) - f'(ú(x))v(x)j =




IIf'(u(x» v(x) - f . »121 < sup If'(u(x)) - f'(U(x))~
.
v e H 2J5~ x e 2
c) DF : H2 ( 2,2v)
- L(H 2 av) ' L Z (~)) : = B1
En efecte
u --> DF(u)
que tendeix a 0 si u tendeix a u dins H2 ev )
Teorema 4 .6 .
Sigui f e Ck(R ) . Amb les condicions anteriors, F és de classe Ck i
Demostració
DkF(u)(v l ,v2 , vk ) = f(k)(u(x))v1(x)v2(x) . . .vk(x)
Farem per inducció aquesta demostració, a partir del teorema anterior,
en el qual hem provat el resultat per a k = 1 .
a)
DkF(u) : H 2(2, 9 v )x . . .xH2(s~,w
(v1 , . . .v k ) ->f(k)(u(x)) vz(x) . . .vk(x)
és clarament k-linial i acotada .
b) Suposem cert el teorema per a k = n-1 . LLavors
anterior i no la farem .
és una aplicació continua .
rior .
I





. .xH2 ,L2 ) = 0
v->0
IVIH2(51,22v)
La demostració d'aquest fet és igual a la de la part b) del teorema
kc) _
Dk F : H2(sc,3~v) --> L(H2x . . .xH 2 ,L2) _ : Bk
u --+ DkF(u)
La demostració és, també, igual a la de la part c) del teorema ante-
Tornant a 1'equacio (35) hem demostrat que, en el cas m = 1 , si f
no depén de u , i és de classe' C k , també ho és F . Pero observem que els
mateixos raonaments ens servirien per a demostrar, en general, que F és
de la mateixa classe que f encara que aquesta depengui de u (utilitzant
el teorema que ens diu que si existeixen les derivades parcials d'ordre k
i són continues, la funció és de classe Ck ) .
Igualment es provaria que d(u) és de classe Ck	 m a aplicació
de lR en H2(n,ev) i que nu és de classe C" és
trivial perqué o
és linial .
En definitiva obtindriem els resultats que esperavem, és a dir, que si
les aplicacions d i f , considerades a variable real són de classe, C k ,
en considerar-les com a aplicacions entre els espais funcionals H2(2,av) i
L 2 (2) conserven les mateixes propietats de derivabilitat .
Si
	
m >1 les mateixes demostracions d'aquesta secció, amb lleugeres
modificacions,ens portaran als mateixes resultats .
Aixó ens permet utilitzar els teoremes de bifurcació sense dificulats
en els casos práctics del proper capítol .
Observem, per últim, que en el primer capítol, quan demostrávem resul
tats de regularitat per a F vam obtenir resultats més pobres . Aixó és de
gut al fet que allí exigiem a F que transformés funcions de H2(n,av) en fun
cions de H'(n) i en aquest espai tenim una norma diferente de la de
L 2 (n) .
Comentaris
Els métodes utilitzats en aquest capítol son locals . A més, s'hauria
de continuar 1'análisi del cas u"(0) = 0 i arribar a demostrar que sempre,
si la solució bifurcada és supercrítica, és estable .
Actualment es treballa en la direcció d'aplicar métodes més globals .
(homotópics) a 1'estudi de les bifurcacions (vegi's CONLEY-SMOLLER) .
Malgrat tot, els resultats que hem provat son suficients per als pos-
tres propósits si volem estudiar bifurcacions "genériques" . De fet, és clar
que la condició
(DuuG(O,0) (wo ,-P O ) ,P O )
és genérica si el problema (en particular el domini n) no presenta massa
simetries . Es per aixó que el diagrama més genéric será el de tipus (1) .
Tornarem a parlar d'aquestes qüestions en el capítol segUent .
CAPITOL III
INTRODUCCIO
UN EXEMPLE : LES DUNES
Estudiarem
	
en aquest capitol les possibles bifurcacions dels
punts de repós estacionáris homogénis d'un sistema de reacció i difusió es-
pecífic . Val a dir, en primer lloc, que el sistema que presentem ha estat
suggerit per un intent de donar un model matemátic per a la formació de
dunes que involucri únicament equacions de reacció i difusió .
No pretenem amb aquest model interpretar de forma realista i acurada
el fenomen complex de l'aparició de dunes-ondulacions- en una extensió de
terreny coberta de sorra .
En realitat, el nostre objectiu principal és donar un exemple d'uti-
lització de les técniques descrites en els capitols anteriors,que,indubta-
blemente, poden ser molt útils per a estudiar fenómens de perdua d'unifor-
mitat (de morfogénesi) análegs al de les dunes (agrumollament de certes
amebes, polarització d'un óvul, formació de dominis territorials en proble
mes ecológics, etc .) .
Al Sahara, la sorra es genera per l'aigua que erosiona les pedres a
les rieres que segueix, en forma torrencial, quan plou . Per altra banda,
1'aigua freática aflora a certes regions i aixó fa que la sorra, portada
pel vent, s'hi adhereixii formi els "ergs", aquestes grans extensions de Bo-
rra del desert sahariá . Una vegada hi ha sorra, 1'aigua puja, per capil .la-
ritat a la superficie . Fem notar que la major part del Sahara no está co-
berta de sorra, Binó de pedres, i que la imatge popularitzada d'un desert
cobert de sorra, ve precisament del fet que els poblats i oasis es troben on hi
ha aigua, i per tant, no lluny de la sorra . A més, está establert que les
dunes no es mouen massa :d'altra manera, aquest poblats i oasis serien de du
rada ben rtmigrada . Hi ha mapes i altres dades que mostren 1'estabilitat
de les dunes durant segles .
Fem notar que, per a poder donar un model de reacció difusió senzill,
hem suposat que, a la regió de 1'espai on tenim situada la sorra, els vents
no tenen direccions privilegiades .
També hi ha dunes que es mouen :al Perú i a Múrcia són ben conegudes .
Aquest comportament diferent pot ser degut a una molt més gran direccionali-
tat del , vent, que produeix una bifurcació de Hopf, és a dir, d'una soluci6
periódica, degut a qué els valors propis de part real propis de part real
positiva no són reals, sinó complexos conjugats .
S . C'estudi Mátemátic
El model
Sigui si un obert connex amb frontera de classe
	
C2	 IR 2 . si co-
rrespondrá a la regió del desert on hi suposem 1'extensió de sorra .
Denotarem per u(x,t) 1'altura de sorra (respecte a un nivell fixat
arbitráriament) en el punt x e &] i en el temps t . Direm v(x,t) a la
densitat superficial d'aigua .
Fem la segVent hipótesi :les equacions que governen 1'evolució del sis
tema (u,v) són les segUents :
(36)
u t = f(u,v) + d1 6 u
vt = a(h(u) - v) - bv + d2r_5v
on ut i vt representen derivades respecte al temps, a,b,di ,d2 són nú-
meros reals positius .
Justifiquem breument 1'elecció del sistema
f és una aplicació de
E.2 en IR que controla la velocitat de variació
de u deguda a la pérdua o guany net de sorra per efectes del vent . Notem
que
	
a u > 0 , és a dir, la preséncia d'aigua augmenta 1'adheréncia
. Supo
sarem també áf > 0 . Observem que l'augment de la quantitat de sorra
que queda dipositada al xocar amb la duna . La suposició aú >
0 corres-
pon a creure que el segon dels efectes és més important .
El terme d a u representa la difusió dels grans de sorra sobre la
superficie de la duna, és a dir, el trasllat de materials rodolant per la
falda, principalment a causa del seu pes .
El terme de reacció a(h(u)-v) - bv de la segona equació, consta de
dues parts .
D'una banda, la variació de v deguda al transport d'aigua des de
la capa freática fins a la superficie per capil .laritat,la qual suposarem
proporcional a la diferéncia entre la quariti'tat de saturació h(u) i
la quantitat en el moment donat v . Aixó ens dóna el terme a(h(u) - v) .
Es cl ar que h' < 0 .
D'altra banda, el terme -bv representa la pérdua d'aigua per evapo-
ració .
Per últim, d2 o v ens dóna la difusió d'aigua a la duna .
Els parámetres
Anomenarem parámetres a certes-variables (implícites) independents del
procés dinámic que ens ocupa. Exemples serien la temperatura T , la velo-
citat del vent w , el tamany de la sorra s (el qual suposem uniforme) .













= d2( s )
No explicitarem aquesta dependencia respecte als parámetres per como
ditat d'escriptura .
Condicions a la frontera
Considerarem condicions a la frontera de Neumann homogénies, és a . dir,
ase
= 0 . Aixó voldrá dir que el flux de u, v a través de
Amb aquestes condicions tenim plantejat un problema' d'evolució com
elsconsiderats en el primer capitol Per tant sabem que, per a tota condi-
ció inicial
( u0' vo) e (H
2
(2,8v ))2 = 0
1'equació (36) define.ix un semisistema dinámic Ft	 (H2 (2, 9 »2 tal
que Ft(u0 ,vo ) és solució, en sentit débil, de (36) .
ESTATS ESTACIONARIS HOMOGENIS I BIFURCACIONS A SOLUCIONS ESTACIONARIES
Entenem per solució estacionária homogénia de (1) una distribució
constant en 1'espai i en el temps de u i v, és a dir, u ` u1 , v =_ v1,




f(u l .vl) = 0
a(h(u1 )-v1 ) - bv1 = 0





Una soluci6 estacionaria i homogénia (ul ,v 1 ) será asimptóticament
estable si 1'espectre de 1'operador L definit per :
dl 0 0 au
(ul .vl) w (ul,vl)~
L(b,ul ,v l )= +
0 d2 0 1 ah'(u 1 ) - (a+ b)
está contingut estrictament a 1'esquerra de 1'eix imaginari i a distancia
positiva d'aquest (vegi's el capítol II) .
Ja vam demostrar que a(L) está constituIt únicament per valors propis
i, que xe Q és valor propi de L si i només si existeix un valor propi p de
o tal que
af (u l' v l ) +
d l -
8v (u l'v l )
a h'(u1 ) -(a+b)+pd2-x
=0
Es a dir :
(38) det M(p) =A2- (eu (ul'vl)-(a+b)+ (dl +d
2 )p)a+ d l d 2p
2
	+
+ (d2 u (u l .vl ) -
d l (a+ b))p - (a+ b) -2u
(ul ,vl ) - ah' (ul)áv ul ,v l ) = 0
Suposarem fixos els parametres w i s i variable la temperatura ambient
T . Aquesta variació modificará, no solament el valor de b, sin6 també els
valors de ul i v l solucions de (37) . Naturalment, es tindrá que la derivada
de b respecte T será positiva .
Suposem que, per a tota T en 1'interval que ens interessa, tenim una
solució (u1(b),vl(b)) de 1'equaci6 (2) ; de classe C3 en b, com es veu a la
segúent figura, on hem suposat certes característiques per f i h .
Suposem que, per T <T*, la solució estacionaria homogénia corresponent
(u1(b),v1(b)) és asimptóticament estable pero que, per T = T*, un valor propi
a(T) (o, el que és el mateix, a(b)) de L es fa 0 ia'(T) és positiva .
Sabem que, en aquestes condicions, es bifurca una nova solució estacio-
naria de (9) que ja no será, generalmentI homogénia .
Aquesta aproximació és posible donada la regularitat de f i de h i el
fet
	
que, quan b varia de 0 a - , la solució (ul(b),v1(b)) recorre un petit
Bifurcació el variar b(T)
Per a simplificar 1'estudi, suposarem constants en b les derivades :
u (ul(b),vl(b)), áv (ul(b),vl(b)), h'(ul(b)) .
tros de la corba
	
f(u,v) = 0 . (Vegi's la figura anterior) . No explicitarem,
des d'ara, la dependéncia d'áquestes derivades que suposarem sempre ava-
luades a (u l ,v l ), solució de (37)
Exigim, d'ara endavant, les següents condicions :
aú < a ' ú21 + h- 9v < 0
Encara que, en aquest context, aquestes condicions, així com dues més
que apareixeran més tard, semblen forra gratuites, és d'esperar que les cir-
cumstáncies físiques les justifiquin .
Les desigualtats :
d l >0 , d2
>0 , u~0 af <0
impliquen af - (a+ b) + (dl +d2)u < 0 Vu s a(o)
Per tant, el signe de 1'expressió q(u,b) definida :
q(u,b) = d 1
d
2u
2 + (d2 áu - dl (á ± b))u - (a
+ b) eu - ah' av
determinará el
signe de la part real de les solucions de (38) . Concretament,
a) Si, per a qualsevol u e a(o), q(u,b) és positiu, la part real de
les arrels de (38) será negativa i la solució u = ul (b), v - vl (b) de (36)
será asimptóticament estable
b) Si existeix un u e a(o) tal que q(u,b) és negatiu, una de les
arrels de (38) será positiva i, per tant, la. solució u ul(b), v vl (b)
será inestable .
c) Si existeix un u s a(o) tal que q(u,b)= O,.una de les arrels de
(38) será o . Per tant, o será valor propi de L i podrá aDareixer una bifur-
cació com les estudiades en el caDitol anterior .
Dibuixem la gráfica de la funci6 b =Y(u) definida Der 1'eauació
9(u .b) =0 :





- d1a)u -a (fu
+ h'fu)





+ 4ad1d2 5-v h' < 0
(40)_ d2( eu ) 2
+ a d1 h' a > 0
Notem que (39) ens diu que el discriminant del numerador de (P(u) és
negatiu, és a dir, que la gráfica no tallará 1'eix de les x . La cond+ció
(40) implica que el mírrim relatiu de 'f(y) s'atany per a p< O . Recordem que
només ens interessen els u negatiu o zero perqué a(0) C (-.,01 .
- `, 4,n o
d,j, -D v
La zona ratllada correspon a les parelles (}+,b) tals que
dld2v2 + (d2
	
af- dl(a+b))v - (a +b) aú - ah' 2v >0 .
Per tant, existeix un interval del parámetre b, que conté 1'interval
(0,y° ), per al qual la solució (u1(b),v1(b)) és estable .
Quan, per efecte d'un augment de T fins a T*, b augmenta fins a un cert
b* = min b(~)
,~Á Ed(°) n (o,X1~
es produeix la desestabilització de (u1(b),v1(b)) perqué, Der aquest valor
de b existeix un valor DroDi de L que s'ha fet 0 mentre els altres es conser-
ven a distáncia positiva de 1'eix imaginar¡ .
Aquest és un fenomen de quantització .
Denotarem Der u° e a(o) n [0,x 1] el que faci
Fem notar ara que si no es complís la condició (39) podría Dassar que .
Per a, cap valor de b > 0 es ti nqués estabi1itat per a la sol ució (ul ,v 1 ) . si
no es complís la condició (40), la funció `f(v) seria decreixent, la qual
comportaría que la desestabilització es produiria per a v o =0 (recordem que
0 és valor propi de o) . Peró llavors la solució bifurcada seria també homo-
génia perqué la funció propia de o corresponent al valor propiOés una cons-
tant (vegi's el capitol II) .
Notem un altre fet interessant : si el tamany de ti creix, els valors
propis de o, que es conserven a (--,01, tendeixen a espesseir-se(com es
comprova facilment si n =1) . Podem conjecturar
u(2) ->-_
on els valors (xo .yo ) són independents de la forma de si (veure PERELLO) .
Tornem a 1'análisi de la situació crítica en que un dels valors oro-
pis de L s'ha fet o . De moment sabem que (u1(b),v1(b)) es torna inestable .
Anem a veure si ens trobem en les hipótesis del capítol anterior i
podem demostrar efectivament 1'aparició d'una solució bifurcada atractora .
Tenim una aplicació
	
G : R x D -> H definida
1 b' f(u,v) + dlou
G
v) a(h(u)-v) - bv + d2¿J
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G és de classe C3 si f i h ho són .








af + d o af
au 1 av
ah' -(a+b)+d2A
Hem vist ja que si b< b*, 1'espectre de L está tot a 1'esquerra de
1'eix imaginar¡ i que si b =b*, un valor propi de L es fa 0 mentre els al-
tres continuen amb part real negativa .
Suposem que a(b) (el valor propi de L de part real més grossa) és sim-
ple . Perqué sigui així hem de suposar que a(o) está format per valors
propis simples (cosa que és gerérica si st no té simetries) ; també hem de
suposar que existeix un únic uo ea(á) tal que
min
[0,- laf[
b ( u )~
p e a(A) rl ~u )
En aquesta situació tindrem també Rang M(uo )= 1 perqué
au - (a
+ b) + (d 1 + d2)po < 0
Per tant dim Nuc L(b*, u1(b*),v1(b*)) =1 .
Com que a més, segons .el -teorem 3 .5,L és un operador del ti pus Fredholm,
direm que 0 = a(b*) és un valor propi simple de L(b*,u1(b*),v1(b*)) .
La funció própia corresponent será To= (a l~o ,a 2~o Non v'o és la funció
própia de o de valor propi uo i a l , a2 compleixen la relaci6
Es a dir, (a l ,a 2 ) és vector propi de valor propi 0 de M(u0)
Podém prendre
	
1woIL2(n) = 1, 19o1H -1 .
1Sabem que Rang L(b*, ul(b*),vl(b*)) = <Y* >
<T* > = Nuc(L(b*,u l (b*),vl b* ))) * .
Calculem 1'operador L*, adjunt de L :
Com o és autoadjunt i d l i d 2 reals :
L* = I aú
+ dl o ah'
1
af
av - (a+ b) + d2oi
Per tant, y* será de la forma (a1~u , aUo ) on (al ,a2) és vector
propi de valor propi 0 de la matriu M*(uo ) :
af
av
Per tant : (Z + d1),-o) al + ah'a2 = 0
Comprovem ara ('fo ,"ó ) H # 0'



















on hem utilitzat : 0 <










(0 u,v )bG(b*,u l ,vl) wo ,wó)











-x'(b*) = 1 * ((0,-a ),(a*~ ab )) - a2a*
wo'wo 20o 1 0 2 o H 0 ,w0
(wo'wó ) i utilitzant (6)
¡af 2
1'au + dluo)
Recordant el capitol anterior, aquesta condició ens assegura 1'apari-
ció d'una corba de soluciona que es bifurca de 1'antiga solució .
L'última condició, que ens assegura la bifurcaci6 d'una única solució
estable pera b > b* és :
(42) (O2u,v)G(b*,ul(b*),v1(b*)) (wo ,wo ),wó) t 0
(43)
En el nostre cas









Aquesta quantitat será, genéricament, diferent de 0 .







Observem, pero, que si 9 admet un eix de simetria i la funció propia
de o, ~, és senar respecte aquest eix, tindrem ~= 0, i per tant, la
n o







'u l' vl ) avau
ah" 0
0 0~ i
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